
� ������� �
	� ������ � ����������� �������

����� �"!$#&%'��(*)"#,+.-
< /1032547698;:=<./?>@2A8B/DCFE*GHEJIK<�L�GHLNM >

http://www.astroscu.unam.mx/~sergioOQPSR?T7UVTBW7TBXNY�Z�[\R?TB]�X^PSX^_a`bdc
efP.UVg�Zh]7R?UiY c Ykj cSl UiX^P cnm [oW7T `X^PSX^_ c

Y�Zqp `ZsrnU l X

tvuxwAyvzHux{}|�~vuv���5�x�x�
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§ G���� � @[��$,�5��4-,�����<$&�X-&���� %��3&!�����-���� �����������������������������������������������������J��H�/
§ G�/�� � $,>)B<$���=.@<@�3�$ �������������������������������������������������������������������J��H�H
§ G�8.�C' !$,	
���-��%B�$ IA��@b$,�	������ ���F�43 � $, ���������������������������������������������������J��H�G

e4fhgjilk m�n o;pqsrKtvu w�x y�zRtv{Q|Ky~}~�
< � tvu w�x y���� �v� uvy �v����� � {j��� � �4� >
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Caṕıtulo I

Introducción a la astrof́ısica
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-&� �?=�$�Z $,E 2�6	&!# �XZ��$&B�$&-,�6 3���Z ������-,�&!���\B�$;3���� $&��	
�$,363���� > 3����WZ�3�����$,	���� -&���d3��XZ��$&-,���
�&!���]��= �[-,��$&�R	�$
Z[�4E�C-&=<�43 �?=���$,A5?����	
$X$&�]�436	��� \�4����A�6Z[�4�-&=�� B�$&��-&=�@���&!��3���Z��$&-&$&�
�&!���]B�$ 3���� $���=.������-&-,�����AB�$,@���B<�
��3�� Z�E$&-&$&�
�&!��� Zb$,��&!��B.��-�� �j-&���"=��YZb$,����?B<�dB�$���GWM�M�MW� �<��� � B<$�3�� 	
��$,� � ����@��$C��=YZ����Z<���2$ 	l$�B<$
���	���-,�&!���b�

�W�2$,3<��� ��3�� P
P ^�9 �?9 3���=�B���=�� _`	���3��� \$&� �����
	�$& \�4	
� �b!��3��X	
�� �*������ %$,	
�!# ��> -&���\$,363���0�=�$;Zb���
�6@�3�$
3��\-&���<�
	
�=�-&-,�&!��� B�$ 5�� ������� \�4Z[����B�$  ]�4�<$,E�\Z��$&-,�����?� ^X$���$&-	�<�"_`	���3��� %$&�"	
E�4@[��	�!�)@[���
	����R	�$
$&�"B.�6@<= 	
�4� ]�4Z[����-&���N$�.-&$,3�$&�?	�$ Z<�$&-,���
�&!���7B�$C	���B�� �W=.E��Z[� �<Z[�4�	�$�B<$ !��0K���-�� $�PQ��B.���?�

�`3W-,����
	
�����.���� \� ����-&=.�$&-,�&!�Y	���B<���X3����C��B�$�����B�$�3����������$��*���C>"3����X��B�$�����B�$ ��=�$ 3��%	
��$,�E�\$,E�
Z�3����<�)E$&��=.�����$,���� 0�=�$,�	�$& \$&�R	�$�� ���N0�=�$%�
���<� �[�4��	�����=�$\$&� $,3;�
� ��3�� ��UCP �A��-&��3,!���]9;��Zb$,��.��-&�
���R	�$&�?	.!�\���� 2Z�36���<-��4X$,3D�
���
	�$& ]� $,Z���-�!# -,36��-&�)B�$�-�!# �-&=.3����C-&����-<!$&�?	
���-&����B.����$��<��B��%Zb�� �A�6Z[�4�-&� � �?=�$
3��4� -&�������D-&�� \$&��� �4���� �;-��4 @����4��*9;��Zb$,��.��-&� 	�$&�b!# � ��-&-&$&���C�;B.�65*$,������  \����=���-,��6	���� B�$W3�� �4�?	
� �*=<�
�X�$&-,���;>����&!# 	�=.5*��3��;��Zb���	�=��.��B[�4B B�$WE$,5*��3�=�-,�����<�4 $,3RZb$&������ %��$&�R	���B�$ ��=(!$,Zb��-��?� �`3*Z<���Z<=���� �?=�$
	��?B���� 3�����Z�3�����$,	������ ����-,3�=.>*$&�<B�� � 3�� 	
��$,�E� ���6E�4@[���7�436�$&B�$&B���CB�$,3D����3 �h	�$&���!# ��� ��# *-% � �� � � "�*�� � �E�

�W� $,3A�
� ��3�� ��UCP �W$,3"!=.36	
�� %�JB<$\3����2���
	
<!������ %��� ��=�$Y=.	
�636� � �4���� ����3��� %$&�?	�$ ��=�� �
	l��� Z �  �
�$��436� � �42��=�� ��@<��$,�5���-,������$&��� c >�- ��� � E� ��$�� $,E�)Z[�4	
���-,���<��B��7Zb�� $,3 �$,>aB�$Y^����<�� \�4�-��?�`� 3��
 =<$,�	�$�B�$,3 �$,> � c > -	��� � E� ��$���$� =�BA!�\�d_WE���R�d>)-&���?	
E�4	.!�]B<$����
���
	�$&�?	�$ � ��� �<������$&� � $,Z�3�$,��
� B��60K$,�$&�<-,���+B<$Nc >�- ��� � E� ��$�� ��=.��$&�s-,�$�!# � $&� 3��F	�$&���!# � �*$&��-�!$&�?	
���-�� B<$,3C=<�.�65*$,���� � � $,Z�3�$,
�
� �*=.�&!� 3����YZ[������� B<$J9A��Z $,E�.��-&� > -&���s3����Y��B�$����)B�$(3��a	�$&���!# � ��$,36����-�!$&�?	
���-�� B�$,3�=��.�65*$,E��� >
=.	
�636� � ����B�� 3�������@<��$,�5���-,������$&� B�$ � E� ��$ -&���<�
	
�=.>*�Y	
�$&�X3�$,>*$&��0K=��<B<�� %$&�?	�� 3�$&��B�$,3W %��5��� 2��$&�?	��
B�$�3����XZ�3�����$,	������436�$&B�$&B����B�$,3`����3h� � �����C \��� 	�� EB�$�> @[��	
�\=<�"���?	�$&�����]	
E�4@[��	
�%	�$ !�����-&� � PQ�����4-
��$���	����F$&� 9A�� @<���B �*$2Pj����3�� 	�$,�E�\0K=�$ -��4Z[� �2B�$ $� Z�36��-��4 3�����3�$,>*$&� B�$ � $,Z�3�$, �%Z[�4�	
�6�B�$ ��=
	�$ !�����-��2B�$��� �,5?�6	���-,�&!���b�

�W��$,3��
� ��3�� ��UCP
P � �WB� =��<B � �4363�$,> �4B��65?���A!�CB�$  \����$,E�A-&����$&-,	�� ��=�$ 3��;	
 �,>*$&-,	��������Z[�4E�4@�!��36���
-��NB<$Y3����2-&�� %$,	����2$,E� ��=.� � !���%=��[�N$,36�6Z[��$)$�.-&$&�
�65��� \$&�R	�$($,3���� �R��B<�J>+Zb��d3��7	��4�?	�� � B<$,@ $, !# �
$�����
	
�6�=<�<��Zb$,�����B.��-,��B<��BYZb�� 3���-&=<�43b$&�
	����;��@�	l$,	������4Z[�4�$&-&$&�Y$&�Y$,3 -,��$,3�� � � =%Z<�$&B.��-&-,�&!��� ��� 0K=<$
-&��� ��� ]�4B[�%�
���<���[�4��	��\B<$&�
Z<= !$&��B�$ ��=7 =�$,�	�$�� �`3`0h�� %�����Y-&�� %$,	��]� �4363�$,>J363�$,5��Y��=7���� @��$ >
$&� ��@<��$,�5���B��\-��4B[�2��G2� �������4Z��� ���� ]��B<�� %$&�?	�$��

�W�"$,3 �
� ��3�� �XP � ��$C�$��436� � �4����(	
�$&�A	
 � @ � 	
��� �?=�$��
���)3�= �R�4�� B�=�B<����B.��$,����)3�����0�=���B<�� %$&� �
	����\�(3��F���
	
����<�� )!# �F \�?B�$,E�<�?� �`3�Z���� %$,��FB<$)$,363����]0K=�$"$&� �&T�/�T � -&=[�4�<B�� � ���$&B.���-	� � $&����$,3
�$,Zb���	.!�23��% %$&B.��-,�&!���JB�$,3 Z[�4E�43���	l$ 	
�� �*������ !$,	
���-&�)B�$�3��2$&�
	
�$,363��YG.�	� 9 > �*�.�h�D' !������B�$,3����R	�$��D$&�
$&�
	�$�-��4Z !# 	�=.3�� ���<�436� � �4�$& %���X3����X-&����-&$,Z�	����CB�$�Z �  � 3���	
$�	
�� �*������ !$,	
���-&�YZ[�4E� $&�<-&���R	
E�4X3��dB.�����
	��4�<-,���a�7B.�65*$,��E�4�]$&�
	
�$,363����Y=.	
�636� � ����B<� $&��	
�$,363���� � 	����%$&� $,3�-��� 2Zb�JB�$ 0�����B��aB�$ 5����
�&!��� > $,3

e fhgQi1k m�n o;pq r tvu w�x y�z?t {Q|Ky~}6�
< � tvu w�x y���� �v� uvy �v� ��� � {h��� � �4� >
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§3. Astrof́ısica relativista
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§4 CONSTITUYENTES BÁSICOS DEL UNIVERSO 27

Z � E$&-&$,�!# �4�7	����N�
�� 2Z�3�$&�X-&�� %� � � ^X����B�$���$�$&��-&=�$&�?	
E�%$,3 -&$&�?	
��%B�$�3����R�43�� � ��� �d���%�����"�
�� %Z�3�$&�
B<$d-&���R	�$&�
	��4 � Zb$,�� ��$ Z<=�$&B<$2B<�4�=��<�\@<=<$&�<�Y� Z<���� �� \��-,�&!��� ��@<��$,�5�����B��)3����� %� 5?�� %��$&�R	���� B�$
3�����$&�
	
�$,363����CB�$���=�$&�
	
E� �R�43��������?�

�W�a�&S���G �[$,3 �4��	
�!������ %� �WB �����(��=.@�@<3�$� %���
	
<!� ��=�$�3�������@�	
$,	���� -&�� %�23�� ��$,@<=.3������ B<$�� � �
B��!�� %$&B<� $,E��� -&�� %�����
3���� B�$ $&�
	
�$,363���� $&� $,3.=��.�65*$,���� �*���� 2�63��4�$&� ����=�$&�
	
 � �R�43��������?� � ��� �R�43���� ���4�
0�=�$,����"-,3��4�����<-���B<���CZ �� � =.@�@�3�$ $&�)B�����$&� �?=<$& \����Z������-,�6Z[�43�$&� � � ' � * " ��# � ' �j-&�� \�2� ��B��!�� %$&B<� �
> ��#��� ��� *�� ��' � �R�43����������X$&�
0K$,E����B<�43�$&� �;-&�� %� U �6	�*���?� ��=�$���$� =�$&�
	
 �4�Y$&�]3������.�vP
� 8.� � ���<�43� %$&�?	�$��
�R�43���� ���4� ��=�$��<� Z � E$&-&$&� $,3h!# Z<	
��-��4�C�.� $&�
Z��6 � 3�$&� ��$�B<$&���� 2���<��� * "�"
�-.�� #&��" � '�� � � B.���
	
��6@[=�-,�&!���"B�$
3�= ��$&�Y3��4� �R� 3���� ������$,3h!# Z�	
��-�����$&�;��=<�,5*$�� ��� -&���R	
��$&�<$&�"@[�4� �4�;�.� B�����-&����-&$&�?	
E�43�$&�&� ')��� ��B�$,3����?	�$
�[� @<3�� E$& %����B�$C$&�
	�� -,3����
���<-���-,�&!���(>\��=Y�� %Zb���	�����-,��� ���.�65*$,3 -&���� %��3&!�����-&� � � ��� �R�43����������X-&�����
	
���
	�=�>*$&�%3���� -,�� 2��$&�?	���� 0K=��<B<�� %$&�?	�� 3�$&�;B�$,3 =��.�65*$,���� �?$&� B<$&-,�6 �?$&�
	���� 0K��E \���d3���� Z<�63�� E$&� $&��$&��-,���43�$&�
B<$�3�� $&�
	
�=�-,	�=�E�dB�$,3D=<�.�65*$,���� �

��������	�$&� �R� 3���� ����� �?=<$�B<���]���� �*$&� �C3���� 0K$&�A!�� \$&�����; \��� $&�<$,��D!$,	
��-&����B�$,3 =��.�65*$,���� >%��=�� ��=�$
��=�-,3����
���<-���-,�&!���2-���$ B�$&�?	
�� B<$W3���� � !$&��$,���� B�$&��-,��6	����DZb�� � =.@�@�3�$�� �<�����
��B���	��4 @��E!$&� -��4	��43���R�4B[�4�
B<$J��	
E�  \����$,E�?� � �
	���� �R�43����������7��$JB�$&���� %���<��� �*$&� !$,���-��4 \$&�R	�$ -&�� \� �(!=�-,3�$&���(� -,	
�65*���7B�$
��� 3���� ����� � ��� � � >2$&�Y�?-����
�����<$&��� Z � E$&-&$&�]-&�� \� ��@ 	l$,	����A$&�
	�$,3��4�$&�A$&�\Z�3���-����;0K��	����.!� �<-����&�<_ ��
$&��	���E� �b!��� �����d$&� ��-����
������$&� B�$&�<�� 2���<��B���� ��@ 	l$,	���� -&=[�4��� �?$&�
	�$,3��4�$&� � ������' ���"
� '��� �
	����W-&=<�����4�$&�
> ��=��2Z���� %���2�$,3��4	
�65*���  \���d$&��$,�� !$,	
��-&���Y3���� � #&� � ��" � '7�����L3����%��@�	
$,	����\ ]���2$&��$,�� !$,	
��-&��� B�$,3
=<�.�65*$,���� �?=�$ -&������-&$& %���&�

� ��� �R�43�� � �����A$&�2$,3�=��.�65*$,E������$A$&�<-&=�$&�R	
 �4�]-&����-&$&�?	
E��B<��� $&�23�� �?=<$���$;-&������-&$ -&�� %� � �� � � �
#&%�' , ��.
��#&����*-��'�� �W�
	����X-D!=� =.3����C�����N3��4�X$&�
	
�=<-,	�=.E���X�� ]� �E��B<����B�$�0K��� ]� ��E�,5��6	���-,�����<�43  \���
�� �4�<B�$&� ��=�$Y-&�����?-&$& \���2$&�L$,3�=����65*$,���� � �W� ��-����
������$&��� $&�
	����2- !=� =.3����d363�$��R��� �)	�$&�<$,%=������
-&=[�4�?	����� %�63�$&��B�$ �R�43�� � ����� $&�7��=7���?	�$,������� c �� \� �����C	&!# Z���-&��� B�$ $&�
	�����- !=� =.3����������JB�$,3 ���B�$&�
B<$ 50 5*$&-&$&� $,3.	��� ]� �<��B�$ 3�� �R�43���� ���R� � �X \�,>*�� !# ��B�$ 3��4� �R� 3���� ����� ���C��$;$&��-&=<$&�R	
E���\$&�d-D!=� =.3����
B<$ �R�43�� � �����&� �W�
	���� ��$�$&��-&=�$&�?	
E���N-&�� \�2��@�	
$,	����X�4���
3���B����C$&�N$,3D=��.�65*$,���� �

� �)B.����	
��6@<=�-,�&!���LB<$23���� �R� 3���� �����%$&� $,3 =����65*$,����(�$&��=.36	��)�� 2Zb���	����?	�$\Z �  �)���<�436� � �4d3��)$&���
	
E=�-,	�=.E� ����E���)$&��-��43�� B�$,3D=<�.�65*$,���� � IA$&��=.36	�� ��=�$C3���� �R�43����������C��$C$&��-&=�$&�?	
E���(B.���
	
��6@<=���B<����$&�
=<�<�" ]����$,E�)=<�+	����?	��F-&=<���?	��F� 3�$��4	������� � $&�dB�$&-,�6 �W���7$&�d=��.�60���� %$]$&� $&��-��43���� ��=�$]5����  \���
�4363,!� B�$A3����;$&��-��43���� B<$ - !=� =.3���� �R�43,!�4-,	
��-&�����[��3  \�4Zb$��4 	���B<��� 3���� �R� 3���� �����A5?�����6@�3�$&�A$&�\=<�\ ]� Z ���
��$\��@<��$,�5���� ���*=�	
$,���� �hE$���������$&�2�
��� �R�43���������� � � ��3��� %$&�?	����d>aZ<3��4�<��� �j$&�
	���� !=.36	
�� \���2B������W�����
$&��	
�=�-,	�=.E��� 0���� \��B<��� Zb����R�43�� � ����� �E� � � � �.�vP
�vHN�$,Z��$&��$&�R	��N3����2��@<��$,�5���-,������$&����$&-	�[�4�2Z ��d$,3
��9A$&�R	�$,]0K��]� �
	
E��Z �R> �
��-&� � �O9 0�� �2B�$ 3�� 	 �.�65*$,��
��B[�4BsB<$N� �4�5��4�Bb� ��=�$&�
	
 �7Z����Z���� �R� 3���� ���

e4fhgjilk m�n o;pqsrKtvu w�x y�zRtv{Q|Ky~}~�
< � tvu w�x y���� �v� uvy �v����� � {j��� � �4� >
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Figura I.5:
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$,3 Zb��	�$&��-,���43;B<$d���R	�$, �4-&-,�&!��� �hZ ��	�$&�<-,��� 3 ��E�&5?�6	���-,�����<�43 �d����3��4 \$&�R	�$]B�$,Zb$&��B�$\B�$d3�����Zb���
��-,�����<$&�
>)�<�%B�$,3 	
��$& 2Zb� �b_D��C3��\	��4�?	��]-&=<����B��]=��<�2B<$�3����XZ[�4�	&!# -&=.3�������$� =�$,5*$�� $,3 Z ��	�$&�<-,��� 3 -��� @����
B<$) \����$,E�N������	��4�?	 !����$��?� ^ �65*$,E�����\$� Zb$,��� %$&�?	����Y$&� 3��701!# �
��-��F =�$&�
	
 �4� �?=<$ 3��7	
E������ %���
�&!���
B<$ ����0K��� ]��-,�&!���F���Y$&�X���� %$&B.���4	��?� �`3W	
��$& %Zb� ��=�$ 	��4�B<�\$&�
	��%���.0K��E \��-,�&!���F$&�7	
E������ %�6	
�6���$d$&�
3��]5*$,3���-,��B<��B B�$d	
E������ 2���
�&!���+B�$ ���.0���� \��-,�&!��� $&�R	
�$23��YB.���
	�����-,���"�\3��Y-&=<�43 ��$d$&��-&=�$&�?	
E� ��	
��
��@ 	l$,	�� � �W��	�� 5*$,3���-,��B<��BL�$&��=�36	��"��$, 3��)5*$,3��?-,��B<��B B�$23��"3�=��Y$&� $,3 5���-�!# � � �W� $&�
	�$]-��4Z !# 	�=.3��a��$
����=< %$ ��=�$d3�����3�$&-,	���E$&� ���4@b$&� ��=�$d$&��3��]	�$&�� !# �)$&�
Zb$&-,��� 3;B�$ 3��]�$,3��4	
�65���B<��B B�$ �`������	�$,��� � Zb$,��
 %� ���?	�$&��-,�&!���+$&�XB[� �=��N�$,Z[�����]Z[�4E�25*$,���=��C�4Z�36��-���-,������$&� $&�F���
	
E��0O!# �
��-��]> �*$&�<$,E�436� � �4�3��) \���
	��4�B<$�� 3�� 	�$&���!# �%B<$���E�,5��6	��4-,�&!��� �

§8. Vectores y tensores en el espacio euclidiano de 3D

	 � 5*$&-,	���a$&�N=<� -&����	
=��?	��s���B�$&�<��B�� B�$a	
�$&�(��!=� %$,E���"3����7-&=<�43�$&�J��$ B�$&���� %���<��� Zb��
a = aαeα �;� ��=b!# $&��	��4 \���Y=.	
�636� � ����B�� 3��+-&���R5*$&�<-,�&!��� ���?	
��?B<=�-,��B<�+Zb�� �`���<�
	�$,���s$&� 3��F-&=;!�43
B<������=.@ !# ��B���-&$&� �j�d��=�Z $, !# �<B.��-&$&� � ��=�$��4Z[�4�$&-&$&� 	l=<�R	�����$&�"=��<� ��Zb$,E��-,�&!���" \�4	�$& !�4	
��-��2�� 2Z�36��-��
��=� \�4	�������?� � ��� !# ��B.��-&$&� � �4	
������� h, i, j, $,	�-�� 	��� ]���75��43����$&� 0, 1, 2, 3 >"3���� !# ��B���-&$&� �X���$��*���
α, β, γ, $,	�-���	��� \��� 5��43����$&� 1, 2, 3 � � ��� 5*$&-,	����$&� eα ����� 5*$&-,	���E$&� =��.�6	��4������ $&� 3����WB.�6�$&-&-,�����<$&�
x, y, z ���C�
����$ Z<�$��<$,�$;$&� 3���� B.�6�$&-&-,�����<$&� 1, 2, 3 �*� �&!# Z<=<$,� $,3.5*$&-,	��� a = a1e1+a2e2+a3e3 �
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�`3 � " %�,���� � % � ' � ��#&��"YB�$�B���� 5*$&-,	����$&�C$&��$,5?��B<$&�R	�$& \$&�R	�$

a � b = aαbβeα � eβ

= aαbβδαβ,
�QT���� �

B�����B�$]3�� , ��# � � , � � " %�� ��� � � " δαβ �`�7$,3 � � � ' %�" � � * � ��"�*-% , � " ����.
%�� $&� =�� ��@�	
$,	��JB�$ S
-��4�?	
��B<��B�$&�CB�$��<����B<��� Zb�� δαβ ≡ 1 �
� α = β > δαβ ≡ 0 �
� α 6= β �

�`3 � " %�,���� � % � ��� � %�"�*-��#`B�$�B�����5*$&-,	����$&�C$&�

a ∧ b = aαbβeα ∧ eβ

= aαbβεαβγeγ,
�QT��v���

$&�NB����<B�$�$,3 � � � ' %�" ��� * � ��"�*-% � % � � # � � � � � � � � ��� � * ' *�� �� � "�*�� % B�$�E��� �*�\/ εαβγ � � � � ' %�" , �
� � ��* � � *���* � � ��$&�D=�� ��@�	
$,	��XB<$ �*� -��4�?	
��B<��B�$&�&� � �
	�$ 	�$&������`$&� 	��43 ��=�$ ��=�� -&�� 2Zb����$&�?	�$&� -��� @������
�
� �*���2���R	�$�-&=[� 3 ��=.��$,����R	�$,�-��� @����\B�$C-&=<�43 �?=.��$,�Z[�4�B�$ !# ��B.��-&$&�&�<��B�$& !�����.3�����-&�� %Z ���<$&�R	�$&���<�
�?=.3����;B�$,3  2���� \������� ±1 � �XE��-,�����;����=\���?	
���
�� %$,	
�!# � 3���� -&�� %Zb����$&�R	�$&�;$&�\3���� -&=<�43�$&�A�4Z[�4�$ ��-����
B�����!# ��B���-&$&�C�$,Zb$,	
��B����������N��=.3����&� �W�"��	
E����Z[�43��4@�E����� 3��4�X-&�� 2Zb����$&�?	�$&�C���%��=.3����X�����(�
��=�$,363����
�?=�$�Z ����$&$&�)	���B���� ��=<��!# ��B.��-&$&��B.�60�$,�$&�?	�$&�&� �W��-&���
	�=� @��$�B�$��<�.�6

ε1 2 3 = +1. �QT��v/��

^�$7$&�
	��  ]�4�<$,E�F3����)5��43����$&�)B<$ εαβγ ����� +1 � −1 �
�C3����)�X!=� \$,���� α, β, γ Z<=�$&B�$&�s��$,
363�$,5���B������43 �4��$���3�� 1, 2, 3 Zb�� =��)�X!=� %$,�� Z � X�d�� 2Z � �B�$�Zb$,� =.	���-,������$&�X�$&�
Zb$&-,	
�65��4 \$&�R	�$��
�`5?��B<$&�R	�$& \$&�R	�$ $,3 �X!=� %$,��dB<$�	��?B[�4� 3�����Zb���
�6@�3�$&��Zb$,� =.	���-,������$&��$&� 3! �W�N��	
E����Z[�43��4@�E���

εαβγεαβγ = 3! �QT�� 8 �

�W�]�$��436��B<��B $,3[	�$&�<���� εαβγ �<� $&� =��\	�$&�������� �W� =�� � ' � ��,
% � � � ' %�" Z<=�$&�;��=<� -&�� 2Zb����$&�?	�$&�
��$Y-&�� 2Zb���	����L-&�� %�73����2B<$]=<� 	�$&������\�43 �<��-&$,%=��[�"E��	��4-,�&!��� B�$,3 �
����	�$& \�(-&�?��EB�$&�<��B�� � �����
$& @ � 	�*�%�43 �<��-&$,�=��"-��4 @����%B�$��
� �*���%$&�)=��<� �d	
�$&� B�$C3���� -&�����B�$&�<��B<��� �j=<�<� �$��<$� �&!��� � � �43��
�*=��<���WB�$ 3���� -&�� 2Zb����$&�?	�$&� B�$;$&�
	�$;	�$&������ B�$,@b$,�!# �4�\-��� @<���  � ������@<�
	����?	�$��R$&�
	����W-&�� 2Zb����$&�?	�$&�
	��4 @��E!$&� ��=�$&B<���a� �*=[� 3�$&� >R���?=�$%$,3 	�$&������ ��$2B<$��<�.�&!�"-&�� \�)$,3  %���� %� $&�a	��?B<����3���� �
���
	�$& \���

e fhgQi1k m�n o;pq r tvu w�x y�z?t {Q|Ky~}6�
< � tvu w�x y���� �v� uvy �v� ��� � {h��� � �4� >
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-&�����B�$&�[�4B<���&� � ���;Z<��$&=�B���	�$&������E$&� B�$C-&=<�43 ��=.��$,� �4���*� �h����-,3�=����%3�����B�$XE��� �*�2M ��=�$C����� � ' � � �
,
%�� ' � ��#&��" � '��`��$�-&�� 2Zb���	����%-&�� \��	�$&�������$&� @ � 	
��	���B<��� 3��4� 	
E�����
0���� ]�4-,�����<$&� B<$�-&�?��EB�$&�<��B<�����
$�.-&$,Z�	��Y�
�?=�$,363���� ��=�$����dZ[=�$&B�$&�"��$, �$&B�=<-,��B<����� ���	���-,������$&�&� �W��B�$&-,�6 �<@ � 	
�d�$��[$��������$&���

_W=�$&B�$� \���
	
E�4���$ �h	�$CB�$,@b$XB<$ ��=�$&B<�4 -,3��4��d$&�
	��d�43 5*$,�3���Z[�4�	�$CB�$X	�$&�������$&�;>\5*$&-,	����$&� $&�
3��2��$&-&-,�&!���7�$,3��4	
�65?����	�� � �?=�$ εαβγελµν $&��=��"	�$&������X5*$,�B<��B�$,�� �j$&�XB�$&-,�6 � ���%$&� Z<��$&=�B���	�$&�<���� �
B<$N �4���*� G�� ���C��$7-&���?	
E��$J=���� �+ ]���N!# ��B���-&$&����$&�?	�����-&$&�)��$7��@�	
��$&�<$7	�$&�������$&�)B<$"E��� �*� 8��
�(> M�� � @�5����4 \$&�R	�$"	��?B<���%$&�
	����d	�$&�<�����$&�2	
��$&�<$&� 3��7 %���� \�"0K��E \�N$&�L-&=<�43 �?=���$,Y�����
	�$& \�7B�$
-&�����B�$&�[�4B[�4��� ^X$,@���B��"�]$&�
	�� � >N>R� �?=<$d$,3 5��43��� B�$d$&�
	�����	�$&�������$&��$&� ±1 � 0 Z[�4E�]-���B<�Y=��<�
B<$���=���-&�� %Z ���<$&�R	�$&��� $&�
	����  %���� %��� B�$,@b$&�)B�$CZb�?B<$, $��Z<�$&���4���$�-&�� \�dZ����B�=�-,	���� B�$ δαβ � �W�
��	
 �4� Z[�43��4@�E���

εαβγελβγ = 2! δαλ, εαβγελµγ = 1! B�$,	
[
δαλ δαµ

δβλ δβµ

]
, εαβγελµν = 0! B�$,	




δαλ δαµ δαν

δβλ δβµ δβν

δγλ δγµ δγν


 .

�QT��vH��
�`3 , � � � " � * � ��� � � B�$X=��%	�$&�<���� aαβ B�$ E��� �*�d��$&�;$,3bB�$,	�$,� 2���[�4�?	�$CB�$�3��� ]� 	
�� � 0���� \��B��

Zb��`��=��`-&�� 2Zb����$&�?	�$&�&�R_ �4E� $&��-,��6@��6 $&�
	�$;B�$,	�$,� %���<���R	�$A$&� 	?!$,� %������� B�$,3�	�$&������ B�$ � $,5�� � 9 �65��6	��
�[�4-,��$&�<B�� 3����
� �*=.��$&�?	�$����<�43���.!# �?� �W3<Z����B�=�-,	���5*$&-,	�������43DB�$�B<��� 5*$&-,	����$&�;Z[=�$&B�$ $&��-,��6@��6���$�-&�� %�
=<�"B�$,	�$,� %���<���R	�$ > -&�� %�d3�� $&-�� �QT��v����� �W��-,3��4��%$&�?	�����-&$&� �?=<$�$,3 B�$,	�$,E 2���<���?	�$ B�$,3D	�$&������ aαβ

$&��	�!�2B<��B��2Zb��

B�$,	 (aαβ) = εαβγaα1aβ2aγ3. �QT��vG��

9A���"�,> =�B<�2B<$�$&�
	 !�2$&-&=<��-,�&!��� � ��$���@�	
��$&�<$�3��d�
� �*=���$&�R	�$ �$,3���-,�&!���

εαβηaαλaβµaην = B�$,	




a1λ a1µ a1ν

a2λ a2µ a2ν

a3λ a3µ a3ν


 = ελµν B�$,	 (aαβ) . �QT�� � �

� � � ����E�  =.36	
�6Z�36��-��� %����� 3��d$&-�� �QT�� � ��Zb�� ελµν > =.	
�636� � �� \��� 3��d$&-�� �QT�� 8 � $&�?	�����-&$&�

ελµνεαβηaαλaβµaην = 3! B�$,	 (aαβ) . �QT��vT��
e4fhgjilk m�n o;pqsrKtvu w�x y�zRtv{Q|Ky~}~�

< � tvu w�x y���� �v� uvy �v����� � {j��� � �4� >
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�W�
	��7�$,3���-,�&!���s =�$&�
	
 �7��	
E�(0K��E \� �j$&�L5*$ �(B�$ 3��F \���2���.0���� ]� 3XB<��B<�7Zb��23��J$&-�� �QG�/��v/�� �dB<$
-�� 3�-&=�3�� �$,3 B�$,	�$,� 2���[�4�?	�$�B<$�=�� 	�$&�������B�$� �4���*�%���

�W� -&���
	�=� @��$ 363��4 ]�4 5*$&-,	��� �43 $&��-��43��  aα >d	�$&������A�43 $&��-�� 3��4 Παβγω >R� �?=�$���	�$&�.��$&��B<� $&�
 %$&�?	�$ �?=<$�3�����!# ��B.��-&$&�������$��*��� 5��4�!# �4�7-&���.0���� \$�� 3��2B.��-	�<�\���R	�$,������ %$&�?	�$��b$&�
	����  %���� %����B[�4�
E� �b!���%B�$ ��$, �43<5*$&-,	���A���43<	�$&�<���� �43<5��4����4 ��=���!# ��B.��-&$&��� ���&!# Z<=<$&���R=�������$A�$��<$,E$ �43 ,�*�� � " . � � � �
B�$,3W5*$&-,	��� a -&�� %� ∂aα/∂xα � � 3 .�" �
,�* � � � �]B�$ 3��\0�=���-,�&!��� χ -&�� \� ∂χ/∂xα � �43`���	���-,�����<�43 B<$
$,3 5*$&-,	��� a -&�� %� εαβγ∂aα/∂xβ �<$,	�-��

�`3 � � %�"
��� � , ���+����' '%��$�Z<=�$&B�$d�4Z�36��-��4 �2-&=[� 3 ��=.��$,�	�$&�<�����B�$� �4���*�7� �j=��(5*$&-,	��� � �D�Y�
-&=<�43 �?=.��$,���	
��2	�$&�������B<$�E��� �*�2 ]�,>*��

	

∫

Fαβ B aα =

∫
∂Fα

∂xα
B �

, �QT��vS��

$&� B<����B�$ Fαβ $&�`=�� 	�$&������ B�$ E��� �*�C� ��B aα $&� 3�� α �?-&�� 2Zb����$&�?	�$;B�$,3.$,3�$& %$&�?	���B�$%!�4�$���-&$,�E��B<�
�?=�$�$&�R5 =�$,365*$d�43D5*��3�=� \$&� � �

^X$�3��  2���� ]�  \����$,E� �<$,3 � � %�"
��� � , ��� � % � � ' † Z<=<$&B�$�$&��-,��6@��6���$ -&�� %�

	

∫

Fαβ B lα =

∫
∂Fαβ

∂xγ
εαγη B aη �QT����&M��

B�����B�$ B lα $&� =�� $,3�$& %$&�?	��XB<$ 3h!# ��$���>�$,3 !� E$�� �;3�� -&=<�43�$,3 $,3�$& %$&�?	���B aα Z $,�	�$&��$&-&$;$&� -&=<�43 ��=.��$,E�
�?=�$�	�$&� �R�d-&�� %�20 ����?	�$,E�d� 3��d-&=��5�� Zb���3�� -&=[� 3 3�� ���?	�$���E�43 B�$�3��dB�$,�$&- �<�d$&�A	��� ]�4B[�R�

Tarea 1�����
	
�������������������������������� ���"!��������$#����&%(')�&!���*+,	��!�!-�/.$'����&�0���&!1�����&�$�����"2�"�&!432�+������*&��5	��&!�6
7 z
8 ∇ � (∇ ∧ a) = 0

7 z z
8 ∇ � (a ∧ b) = b � (∇ ∧ a) − a � (∇ ∧ b)

7 z zVz�8 ∇(a � b) = a � ∇b + b � ∇a + a ∧ ∇ ∧ b + b ∧ ∇ ∧ a

† � ���(����&(� 8 �-����9A�(� 7 ��� ��������-���'���)� �(���)&(� 8 �)��"$�����*&!�)���������'�?� 	5�$� 8 �$�*&IC� �-����>?�$&(���#";�?���.:29A�(� 7 �����$&!��� &(��> ���*��&
�G�#"����*�?����� ���;: � �(� 8 C� �(�?"�������� ��� ��� B � &*�!� 8 �����(� �� 8 � �(� 8 C� �(�?"����0�����?�-����� /��$&(�*�����)� ��+< � 8 F�&(��� 	)�+� ���A/ ��� �(�=<
	5�5���)& ���-���� ��FG��&!���(��&(���H��� >2C� �*�?"$�+, 8 �*12��& ";�5���A";�?����"$� 8 ������ � FG�)&!���(��&(���H< �I/ ���#����� �#9 ��� �?� 8 ��� 8 �H�����/ �$&(�*�?��5�G:
� ��(�$�)&(� 8 �H���>9A�(� 7 ��� � B � &(�I"$��C� B �)& B &(� 8 �$&!�0/ ��� � 8+B &(���*�����-������������5�6� � C� 8 ������� �� 8 ���(� 8 C� �(�?"$�)� �(� 8 �)�� B ��&
: ����? �����.: � /��?�������(� 8 �����(�5@)��� �(� >?������� 	)&!����� 8�B �)&*�!���#"$��� B ��&!� �$�������(��&*&(�)�����'��� �?���(���)&IC� �0������������";�*&(� 8 � 	5��$�(��� 8 �:
� �0��� 8 �5� �*&!�)"$��C�5� � � B � C� "$���!� 8 �)� �)���(� 	5���0%���� �*��"$�)���A"$� B ��&(�I"$� �*�;& �)%A������?� %A�� ���-��#�'"�� &*�!�A@ �� 8 �*�)� 8 �)�#� C�H�
9��(� 7 �$���$�CB��������ED�������J5F 4 :

e fhgQi1k m�n o;pq r tvu w�x y�z?t {Q|Ky~}6�
< � tvu w�x y���� �v� uvy �v� ��� � {h��� � �4� >
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t ′2 � �&�
�� ')�&�$��*�C	�,*+��	���������� �&�$��*��

∆t ����� , ∆t ��� , � , � θ
6


A��!1�!���* �������% ��! ��� � ���&�(	� 32��	��)������������ !5��*�3�2�" ���	���
�+��% � ��	 �+� �����&�0���4�&�$��*+��	� ����!����������

# *+� � �+������� �&� ��	 #�	����� �"��	�������	�� #���* 	� %(����1-�
∆t ��� � �
��� θ

�&�$��*�� ��	E���0����*�3�+	�� ���(�����&%$# �
% �+�������(�&� 	� ������*�*+ ��')� ��+*+�,�� 	��%(����/-  �&� ��*2' ��+*4�����/-�(� ��!���������� 6 , ' � !���� ��' � ���&!����(�&� 	�� ��*&%('�	�.#�*���3��� � �&��� '��&�$��*+ �&�$�������+�&! ' � ,*+��	���������� �&�0��*+� ������� , � , � θ

6
7 z zVz/8 � ��!+� ' ��� �+��% �C	� 32��	��)�������� ��� !5��* 3���� # ')�+����	
	��-. +*4 ���&����* ' � 3�+	���* % �!1+	 ��� ��')��	�

32��	�� �������� ��� 	�,	 ' � �&� ��	 3��� �" ��6� * ��*�� ' ������ �C������� �&!��$����	���*�*+��*������,'E��,��� �"� -���+��*&!5�
#A+*+ �+��*�*+�-. �
* 	��! ��� !5��* 3�����������&!��

7 z��08�� ')�&!���*� ��')� 	� 32��	�� �������� ��� ����#A���!�������  #A+*+�&�0���
���	���

�����&��� ' � % ������%(� #A+*+
θ =

� E-&-&��� ( � /c)
�+��� ' � 3�+	���* ���

������� = γ �
# ���������

γ =
√

{1 − ( � /c}2)
�&! ��	��0�������* ���


A��*+�&�0� � 6 * * '�� �) � ')�0#A+*+ �&!���� �+�!5� % ���)��% �2# 	� 32��	��)��������  #A+*+�&�0��� ���0�+�+���� 	�(���
	�C	 ' � � '�+� ���C	� 32��	��)�������� ��� 	� % +� �/-� �&! ��5	 � '��

� > c/
√

2
6

7 �08 �>��� 5	�% �&�$��� % '��&!���*+ #A+*+ ��')� ���$����* 3�+	���! ������	 ����.$'�	��
θ

#�')�+�"�&� !5��* ��� !5��*�3�2�"��!
%(�23 ��%����&�0����!�!�' #���*&	 ' % �" � ���+��! �&��	��������*&*+ � �����"' �  ' � ����5. *+�%( �"�

θ
32!

�
7 ��'����;��!

!5�+C%(�!1�+���032�&� ���&�0��� ' ���
	
����+* �������
*+�+�����% �&�$���
θ � �

#���*��C!��" ' �� � ' ���������� ��� 	���!�%���! �%(��!�6+6�6 8 � ')� % '��&!���*+�+#������0���*&���++% �&�$��� �&!���� *+�&!�'�	 �������6

§11. Intervalos

	 � � � � � � %d$&�]$,3 $&�
Z[��-,�����R	
��$& 2Zb�d$&�
	 !��E$,Z��$&��$&�?	���B�� Z �� 3���� -&�����B�$&�[�4B[�4� (ct, x, y, z) B�$
=<� $&�
Z[��-,���2B�$C-&=<�4	
��dB.�� \$&���
������$&��B�����B�$ t $&�A$,3b	
��$& %Zb� > c 3�� 5*$,3���-,��B<��B7B�$X3���3�= �����W� ��	
E���
Z � 3��4@� �4� �D=��F$,5*$&�?	��"$&��=<�7Z<=��?	��)$&�F$&�
	�$d$&�
Z �4-,���NB�$d-&=<�4	
�� B.�� \$&���
������$&� ��=�$ �$,Z��$&��$&�R	��Y$,3
	
��$& %Zb�%>"$,3 3�= �R�4�B�����B�$ ��-&=.���&!�Y�43 �*� � �W�
	�$ $&�
Z[��-,���YB�$ -&=[� 	
E�\B.�� \$&���
������$&��$&���<-,	
��-,��� �bZb$,��

e4fhgjilk m�n o;pqsrKtvu w�x y�zRtv{Q|Ky~}~�
< � tvu w�x y���� �v� uvy �v����� � {j��� � �4� >
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�$&��=.36	��4.!� B�$���E��� =.	
�636��B[�4B($&� $,3 $&�
	�=�B����2B�$X3�� �$,3��4	
�65?��B<��B7-&�� %� Z�E���R	�� 	�$�B<�4.!����-&=�$&�?	��?� � ���
Z<=��?	�����B�$�$&�
	�$�$&�
Z[��-,���]�d3����X$,5*$&�R	����C��$�B<$&���� 2���<��� � � � � %�' , � � � *�� � "�' %?� 	 �<� 3h!# ��$��\$&�"$&�
	�$
$&�
Z[��-,���%��$�B�$&���� 2���[� #��� � � � , � ��� *�� � "�' %?�<_ ���$ 	
$& 2Z�3�� � $&�)$,3D$&�
Z �4-,�����R	
��$& %Zb�]B<$�'Y��� � � � � � � �
=�� ��@�	
$,	��2$&� �$,Zb����� 	
E� � � =��<� 3h!# ��$�� 5*$,�	
��-�� 3 �j����3��� %$&�?	�$�$,3b	
��$& %Zb�2�,5������4� >]$,3 ��@�	
$,	��2���d��$
 =<$,5*$ �E�

� �  \����$, �  ]�4	�$& !�4	
��-��2B�$C�$,Z<�$&��$&�?	�� �3�� ���R5��4�������-,���]B�$C3�� 5*$,3���-,��B<��BJB�$C3�� 3�=���$&� 	���B����
3���� �.I P � �]$&�23��F��� �*=.��$&�R	�$���9A�����
��B�$,�$& \���\B<���\$,5*$&�?	���� �?=<$"��-&=.��$&� $&� B<�����.I�P � ��� � > � �6�
� =.Zb��� �R�� %��� �?=<$($&� $,3C�
���
	�$& ]� � ��$"$&�?5[!# � =��[�F��$��<�43�B�$N3�=���� �W�
	��a��$��<�43����43�$(B<$,3XZ[=��R	��
(x1, y1, z1) � 3b	
��$& %Zb� t1 �.� =��]	
��$& %Z � Zb���
	�$,����� t2 3�� ��$��<�43D�4���6@[� �43bZ<=��?	�� x2, y2, z2 ��^X$
$&�
	��  \����$,E� ��Zb��B�$& %��� $&��-,��6@��6X3�� �$,3���-,�&!���7 \�4	�$& !�4	
��-��%$&�?	
�$��� @b��� $,5*$&�?	����

c2(t2 − t1)
2 − (x1 − x2)

2 − (y2 − y1)
2 − (z2 − z1)

2 = 0. ��������� �
� $&�R	����<-&$&��$,3 ' * .�� % , � #&� � �� � "�*�� �a$&��$&��-&�����B��)-&�� \� � (+, −, −, −)† � �W�J$,3 ��	
��Y�
���
	�$& ]�
B�$ �$,0�$,�$&��-,��� � �b3��Y��$��[� 3 B�$ 3�=��2�E� 3�$\B�$,3 Z<=<�R	�� (x ′

1, y ′
1, z ′

1) �43 	
��$& %Zb� t ′1 �
� �Y��$��<�43 �4���6@ �

� 3 Z<=��?	�� (x ′
2, y ′

2, z ′
2) -&=<����B��]$,3 E$,3��
	�B�$ $&�
	�$�Z[=��R	��] \�4�-�� t ′2 � ^X$�$&�
	��% \����$,E� �<3��2�$,3���-,�&!���

$&�R	
�$C3���� $,5*$&�R	����XB�$C���436��B<� >]363�$��R�4B[�dB�$,3 �<� ��B�$X3�=���$&� $,3 �
����	�$& \� � �.$&�
	 !�4�"�$,3���-,�����<��B�����Z ��

c2(t ′2 − t ′1)
2 − (x ′

1 − x ′
2)

2 − (y ′
2 − y ′

1)
2 − (z ′

2 − z ′
1)

2 = 0. �������v���

^X$�3�����$&-&�&� �������v��� � ��������� ��$&� -,3��4E� 3��2�
�� 2�636�6	�=�BJ ]�4	�$& !�4	
��-�� ��=�$�$� ���
	�$ $&�R	
�$ 3��������?	�$,�5��43����
B�$ =<���]>"��	
��Y�
���
	�$& ]�%B�$ �$,0�$,�$&��-,���?� �W��-,��6@[�� %��� ∆t ≡ t2 − t1 > ∆l2 = (x2 − x1)

2 + (y2 −

y1)
2 + (z2 − z1)

2 � �.$�B�$��<��$�$,3 * � � � " ����#&% ∆s -&�� %�2=��"Zb$&B<��-,�6	��%B�$�$&��Z[��-,�����R	
��$& 2Zb�

(∆s)2 = c
2(∆t)2 − (∆l)2, �������v/��

�?=�$�B�$�0���� \� B.�60�$,�$&��-,���43`��$�Z<=�$&B<$�$&��-,��6@��6C-&�� %�

B s2 = c
2( B t)2 − ( B x)2 − ( B y)2 − ( B z)2 = c

2( B t)2 − ( B l)2. ������� 8 �
† � /���������(� 8 �$�A�(�D�� ��� 8 ��� 8 � ���(�������I��& ��#� ��)�!�5";�IC�)� "$� 8 � � (−, +, +, +) : ���?�D> �I"��#�A@ ��� � ���� �(�D���

";�5���*�$���*� �����*&(� ���5� >2C� �*��"$�5� �*�)F�&(� %���� �*� 	)��� ��D��� 8 C�$�*&(��"�� ���(����������&D,���� � F�&�C� %���� ���?� 8 ��& � ��#� &(�������C�5� ��
�$� ��C�)�#���&(���6���A�(�;&(�#�5";���)�#�)������� 9;: � � ��� �(� "$�&(�*����(�������I� &(� 8 �)� (+, −, −, −) @ B �$&(���?�'�����(�;&!���(�&!��/ � & C� �'";�5� &(��� B �I";�(�
�-�$� �(�: �G� %A���� 8�B ��&*�!�-���'%�����(� �*� B �)� %���� �#� � �� > �$&(����"$���)�'�������)�!�)"$��C�5� � %�����(� �$�("$�512�)�0��#� B ��&!���(� /��?��
� �(�H�)� ����$&!����� ��� 8 ��� 8 ��@ B �$&(� ��;FG����H%���������&*�(�'"$�?� &(�-%����0�?�H>2C� �*�?"$�+��� � 8 F#�)� � �(�A���5�����)� &(���*��� �!�5���5���*�5� ���5�
8 ��� 8 �)��:

e fhgQi1k m�n o;pq r tvu w�x y�z?t {Q|Ky~}6�
< � tvu w�x y���� �v� uvy �v� ��� � {h��� � �4� >
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� �+$,3 �
���
	�$& \�)B�$2�$,0�$,�$&��-,���)����$,�-,���43 � � � ��$%B�$��<��$\B�$% ]�4�<$,E� ���;!� 3���R�(B s ′ � � � 0K��� ]�YB�$23��
$&-�� ������� 8 ��	
��$&��$d	���B<�\3��]0���� \�\B�$d=��J$,3�$& \$&�R	��NB�$dB.���
	�����-,��� �Q�%Zb$&���4�B�$ ��=�$2�4Z[�4�$&-&$&� =������
-&=[�4�?	����%��� �*�����%��$��R�4	
�65*���Y$&� 3��( 2���� ]� �E� _D��%$&��	��" ��� !��� �WZb�?B�$& \��� -&�����
��B�$,E�4Y� 3A���?	�$,�5��43��
-&�� \�a=�� Zb$&B<��-,�6	��+B�$N=�� $&��Z[��-,���+B�$N-&=<�4	
��aB��� %$&���
�����<$&��� ��=�$N��$"B�$&�<�� 2���<�J-&�� !=��� \$&�R	�$
-&�� \� � ' � � ��*-%�� � * ��� � %?�D^X$���$&-	��� �D3��\$&-�� ������� 8 �� =�$&�
	
E�\ \�4	�$& !�4	
��-��� %$&�?	�$ ��=�$d$,3 $&�
Z �4-,���">
$,3D	
��$& 2Zb�%�����"=��<� >Y3��  2���� ]� -&����� † �

^�$,@<��B��\� ��=�$�3�����-��4�?	
��B<��B�$&��B s >YB s ′ �����"B.�60�$,�$&��-,���43�$&��B�$�Z���� %$,����B�$&� �<$&�?	�����-&$&�CB s =

a B s ′ � B�����B�$ a $&��=<�<� 0�=���-,�&!���b� �W�
	�� !=.36	
�� \�%0K=<��-,�&!���7���%B�$,Zb$&��B<$�B�$�3��4�C-&�����B�$&�<��B<����� �.�`B�$,3
	
��$& %Zb�)Z<=�$&� $&�
	��)�
� �*�����<-��4�!# � ��=�$\B.�60K$,E$&�R	�$&� 	
��$& 2Zb����>FB.�60K$,E$&�R	�$&� Zb���
��-,������$&�d$&�a$,3 $&�
Z[��-,���
�<�"����� $���=.�65��43�$&�?	�$&��� $&� -&���?	
E��B.��-&-,�&!��� -&��� 3��)������	
���Z !# �(> ���� \��*$&��$,��B<��BLB�$,3;$&�
Z[��-,���(>aB�$,3
	
��$& %Zb� � c`�� 2Zb��-&� B�$,@b$CB�$,Zb$&��B�$,AB�$X3�� B.�6�$&-&-,�&!���NB�$ 3���5*$,3���-,��B<��B �[B�$X3�� -&���?	
E�4����2��$�5?����3�� 3��
������	
���Z !# �%B<$,3D$&�
Z[��-,��� �b_D��X3��d	����R	��\��$�	
��$&��$ �?=<$�B s = a( � ) B s ′ �

9;�����
��B�$,E$& %��� � ���� �X	
�$&� �
���
	�$& ]��� B�$A�$,0�$,�$&��-,���X���<$,�-,���43�$&� � 1 �
�

2 >
�

3 � �`3<�����
	�$& \�
�

2 ��$
 =�$,5*$�-&���%5*$,3���-,��B<��B � 1 2 -&���%�$&��Z $&-,	�� �43[�
���
	�$& ]�

�
1 � �`3 �
���
	�$& \�

�
3 ��$� =�$,5*$ -&���%5*$,3��?-,��B[�4B

� 1 3 -&���7�$&�
Zb$&-,	�� �
�

1 >N-&���(5*$,3��?-,��B[�4B � 2 3 -&���7�$&��Z $&-,	�� �
�

2 � ^X$ $&�
	��\ \����$,E�%��$ ��@�	
��$&��$
3��d�$,3���-,�&!���( ]�4	�$& !�4	
��-��2�
� �*=.��$&�?	�$ $&�R	
E$�3����������
	�$& \��� B<$��$,0�$,�$&��-,���

B s1 = a( � 1 2) B s2, B s1 = a( � 1 3) B s3, B s2 = a( � 2 3) B s3.

9A���)$&�
	��%��$���@�	
��$&��$ 3�� �$,3���-,�&!���

a( � 1 3)

a( � 2 3)
= a( � 1 2). �������vH��

� ����E� @���$&� � B�$,@���B��\� ��=�$�3�� 5*$,3���-,��B<��B � 2 3 $&��=<�<� 0K=��<-,�&!��� ��=�$�B�$,Zb$&��B�$��<�2����3��� %$&�?	�$�B�$C3��
 ]���*�.�6	�=�BJB�$ 3����C5*$,3��?-,��B<��B�$&� � 1 2 > � 1 3 � ������� �?=�$ 	��� @���!$&�FB�$,Zb$&��B�$ B�$,3 !��� �*=.3��)$&�?	
�$ $&�
	������

† 9���� � 8 F#��&�	5��@#��� ����" �� ���%����0�*� �#� � � � 8 ��� 	5� 8 �)����$� ��� B �5"$��� � ��� �(��� 8+B � 8 ���(� 8 C���(��"�� 8 �����(�'��� %�����$&(�
��I"$� &0%A������ ��� B �5"$��� � ��� �(��� 8+B � �*���)� �I%����/5�)�������(��� �� 8 �)��$&!��>2C� �*��"���: � � ���I"�����@���� 8 ��&!"$�5��� ����>?�$&(����"$�?�-�$�A�*&(�
��� ��� B �)"$��� � �$� �(��� 8+B � ���'"$�?� &!��: � � ��� B �5"$��� ���0�!�)� %A������� �(���$������� FG�$&*�!�5� ��� 8 �I/�� 8 �������(� �#�)"$�?� ��� ��$&(��" ��� �
���I%�����$&!���@)��&*&(� F����'� F���12�@5�5�����?�����(�=�H� �*&�C�)��:�� �+�)�*&!��� B �)����F&!�)��@�����0�(������� ��� FG�$&*�!�5�+�� 8 �I/�� 8 ���$�A�(�H�$�-"$���)��%A����;&
�� &(�I"�"$��C�5� ��� B �)"$���)� : � � ��� "����*�	����� �(��� 8�B � ��� �*�#"$�I���-���IC� : � ���#�I"��#� ��$� �(��� 8�B � �*�5��� 8 �����(�-� B �����!���#�)"$�?�-��#�
�� &(�I"�"$��C�5��� ��� > ���(�&(� , � ��� %����	�$����� 8 ��� 8 ��@ �#�5";�?� ���5�#��� ";&(��"$� ��� �����*&(� B C� �D�� ��� �*��� �(� 8 �A: <=� 8 � /��$&(� 8 �)�
8 �)���)������)���(�5@ �)� ��� �(�������& � 	5� 1 �$&(�5�H��
	)&(�)��@E&(���*����!� %A��-� ����� �(��� �A"����*���)��������� �?����"$�#�����$�H����� B ��I�� 8 �I/��;&(�*�
���	����&(��"�"$���5���$� � &*F#� �*&!��&(���)� ��� �$�G�(��� 8�B � , �#�)"$�?����� B ���(�5���+� �#�)"$�?������> ���(�&(� 9 � 12��� �(�+��� �$� �(�5����� 	 � &(��� ���+� ����� �(�
�?�D��&*F����*&!� &(�������5� ��� 8 �I/�� 8 �������(� ��� �$���$� B �5";����: � � �)�*&!�)� B �)����F&!�)��@ &(�$�*��� �!� %���� ������� B �)"$��� �*� ";� 8�B ��&*�!� ���
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∆s2 = c
2∆t2 − ∆l2,

∆s ′2 = c
2∆t ′2 − ∆l ′2

>YB<$,@���B��\� 3�� ���?5�� ����4�<-,���\B<$,3 ���R	�$,�5��43��

c
2∆t2 − ∆l2 = c
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B s2 = c
2 B t2 − B l2 = B s ′2 = c

2 B t ′2.
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E�����
0���� \�4 B�$,3;�
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	�$& \� � �43
�
���
	�$& \� � ����$C	
��$&��$ ��=�$�$,0�$&-,	�=<�4 3�� �
� �*=���$&�R	�$ ��Zb$,E��-,�&!��� �hE��	��4-,�&!��� ��$&�?	
�$�3���� -&�����B�$&�[�4B[�4� ct

> χ = ix �j-&��� i2 = −1 �

(
ct

χ

)
=

(
-&��� α ����� α

− ����� α -&��� α

)(
ct ′

χ ′

)
,

$&�"B�����B<$ α $&� $,3�!��� �*=.3��]B�$C���	���-,�&!���b� �W��-,��6@���$&��B�� χ = ix > χ ′ = ix ′ ��$���@�	
��$&��$ �?=�$

(
ct

x

)
=

(
-&����� Ψ �
����� Ψ

�
��� � Ψ -&����� Ψ

)(
ct ′

x ′

)
, ���&/��v���

$&�(B<����B�$ Ψ = iα � � �2	
E�����
0���� \��-,�&!���JB�$ 3��2$&-�� ���&/��v����$&��3��2	
E�����
0���� \��-,�&!���7@<=<��-���B<�?�bI�$,Z��$ �
��$&�R	��"3�� �lE��	��4-,�&!��� �F$&� $,3 Z�3������ xy B�$,3;$&�
Z[��-,���7Z<��$&=�B<� �W=<-,36��B.�������FB�$]-&=<�4	
��(B.�� %$&����������$&�
B�$)'Y��� � � � � � �h�A9;�� \�7$,3;���� �*$&� B�$,3��
����	�$& \� � �`��$\ =�$,5*$)-&��� 5*$,3���-,��B<��B � -&���L�$&�
Zb$&-,	��F�
� �[$&�?	�����-&$&����=���	
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��� � Ψ > ct = ct ′ -&����� Ψ �
^ �65���B.��$&��B<� $&�
	�����$&-&=<��-,������$&��>)=.	
�636� � ����B��Y$,3 ��$&-	���]B�$ �?=�$ � = x/t ��$���@�	
��$&�<$ $&�?	�����-&$&� ��=�$
	��4� � Ψ = � /c � ^X$%�
��=b!# ��$%�
� �*=�$ ��=�$\�
����� Ψ = γ � /c >J-&����� Ψ = γ �D$&�aB����<B�$%$,3 �$� � � %�" , �
� %�"
� � ��� γ $&�
	 !�2B<$��<�.��B��dZb��

e fhgQi1k m�n o;pq r tvu w�x y�z?t {Q|Ky~}6�
< � tvu w�x y���� �v� uvy �v� ��� � {h��� � �4� >



§13 TRANSFORMACIÓN DE LORENTZ 69

γ =
1√

1 − � 2/c2
. ���&/��v/��

� =��
	
�6	�=.>*$&�<B�� $&�
	����)�$&��=.36	���B����N$&�s3�� $&-�� ���&/��v��� ��$J��@<	
��$&��$J3�� 	
E�����
0���� ]�4-,�&!��� @<=���-���B<� �
-&���<�?-,��B<�%-&�� %�d3�� � " ��� '��$%�" � � ��* �%�� , � � %�" � � ���

x = γ(x ′ + � t ′), y = y ′, z = z ′, t = γ(t ′ + � x ′/c
2). ���&/�� 8 �

� ��	
 �4�<�
0K��E \��-,�&!��� ���R5*$,E��� �R$&� 3�� -&=<�43���$ $� Z��$&��� x ′, y ′, z ′, t ′ -&�� %�X0�=���-,�&!���dB�$ x, y, z, t

��$�$&��-&=�$&�?	
E�%0 !��-,�63� %$&�?	�$2-��� @�������B�� �NZb�� − �(B�$,@���B�� � ��=�$ $,3 �
����	�$& \� K ��$� =�$,5*$ -&���N5*$ �
3���-,��B<��B − �J-&���J�$&�
Zb$&-,	�� � � �6� � ��	�� ��=�$ $&�J$,3W3h!#  2�6	�$2-&=[�4�<B�� c → ∞ 3����C	
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0K��E \��-,������$&��B<$ ��� 36�63�$&� � �W�J$,3 -��4��� $&� �?=<$ � > c 3����
-&�����B�$&�[�4B[�4� x > t ����� �� \�������<�4������&� �W�
	�� $� Z��$&���a \�4	�$& !�4	
��-��� %$&�?	�$J3��J�� %Z �����6@��636��B<��B B�$
 \��5��� 2��$&�?	��%��5*$,3���-,��B<��B�$&�� \�,>*���$&� ��=�$X3����;B�$ 3���3�=���� � B<$& !���A-&=<����B�� � = c 3����;	
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Z[��-,��� � �W� $,0�$&-,	�� � $,3A�$&��=�36	��4B<�FB�$)�4Z�36��-��4
B<��� E��	��4-,�����<$&�%�436�$&B�$&B���dB�$]$ 	l$&� B.����	
���R	����2B<$,Z $&�<B�$\B<$,3;��EB�$&�+$&� $,3 �?=<$]��$\�4Z�36� ��=�$&�L$&�
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E��	��4-,�����<$&�&� !	 ����-��4 \$&�R	�$+-&=<����B�� 3���� ���	���-,������$&�N��$N$,0�$&-,	 !=�$&� ����@��$($,3� 2���� \�+$ 	
$���$&�?	�����-&$&�
$� ���
	�$�-&���< =�	�� 	
�65���B<��Bb�b^���-	���2B<$X��	
E�d %��B�� �.����3��� %$&�?	�$�-&=<����B�� 3����A5*$&-,	���E$&��5*$,3���-,��B<��B v 1 >
v2 B�$�3��4� 	
E�����
0���� \��-,������$&�X��$����)Z �  � 3�$,3����C$&�?	
�$���� �<$������	�$�3�� Zb���
�6@��636��B[�4B7B�$�-&���� =.	���-,�&!���b�

9;�����
��B�$,E$& %���\� ���� �N=<� �$,3��
	2$&� �$,Zb�����J$&�L$,3��
���
	�$& \� � �6� c �� %$& \���2B����2$,5*$&�?	���� ��=�$
��-&=.�E$&�+$&� $,3  %���� %�)3�= �R�4 $&� $&�
	�$]�
���
	�$& ]�R� � �)B��60K$,�$&�<-,���"B�$%	
��$& 2Zb��� $&�R	
E$%$&�
	���� $,5*$&�?	����
$&��	�!��B<��B<�CZb�� ∆t ′ = t ′2 −t ′1 � � =<� �?=<$& %��� � ���� ��$,3[-&���E$&�
Zb����B.��$&�?	�$�	
��$& %Zb� ∆t ��=�$���$���@<��$,�5��
$&�%$,3<�
���
	�$& ]� � � 	 	
�636� � ����B���3��4� 	
E�����
0���� \��-,������$&� B�$ � ���$&�?	�� �R$&-�� ���&/�� 8 � �*��$A��@�	
��$&�<$ ��=�$ t1,2 =

γ(t ′1,2 + � x ′/c
2) �[^X$C	��43D0���� \� ��=�$

∆t = t2 − t1 = γ∆t ′,

	��43 -&�� \�\��$ �<�4@ !# �Y %����	
E��B��\$&�73��\$&-�� ���&���v��� � $,3`�$,3��
	C$&�J %� 5?�� %��$&�R	��)-��� %���<�% ]����3�$&�?	�� -&���
e4fhgjilk m�n o;pqsrKtvu w�x y�zRtv{Q|Ky~}~�
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�$&�
Zb$&-,	��d��3����;�$,3��
	
$&�;�����
	��43���B���� $&�Y$,3 �
���
	�$& ]��$&�]�$,Zb����� � �W�
	�$X�$&��=�36	��4B<�d$&�  =.>2�� %Zb���	����R	�$
>]	
��$&�<$����� @��$ � #&� ,�* #&� ��* �%�� , ��# � * ��� � %?�
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��B<$,�$& %����� ����E� ��=�$ ��$ �?=.��$,E$ E$�� 36� �4� �3��% \$&B.��-,�&!���aB�$ =��<�%3���� ���6	�=�B+B�$ =��<�%5��4��6363��
Z[�4E�43�$,3����43�$ 	l$ 0x B<$,3��
���
	�$& \� � � ��� 3����WZ<=��?	���� B�$ 3���5��4��6363���-&����$&�
Zb����B<$&�2� Zb���
��-,�����<$&� x1 > x2

$&�R	�����-&$&� 3�� 3��������6	�=�B%B�$ 3��X 2���� ]�A$&�d$,3.�
���
	�$& ]� � $&�
	 !�XB<��B<��Zb�� ∆x = x2−x1 ��^X$,	�$,� %����$& %���
���<��E�d3����C-&�?��EB�$&�<��B<��� x ′

1 > x ′
2 B�$ 3��4�XZ<=<�R	����CB�$�3��%5�� ��6363��\$&�7$,3`�
���
	�$& ]�

� �<Z �  �d=��( 2���� \�
	
��$& 2Zb� t ′ � 	 	
�636� � ����B��Y3�����	
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0���� \��-,������$&�CB�$ � ���$&�?	�� ��$���@�	
��$&��$ ��=�$ x1,2 = γ(x ′

1,2 + � t ′) �
^�$N$&�
	��F ]����$,E�73��F3���� ���6	�=�B B�$"3��J5��4��6363�� ∆x ′ = x ′

2 − x ′
1 $&� $,3C�
���
	�$& \� � � ���4	
���
0h��-&$ �?=�$

∆x = γ∆x ′ �?_ �  ��=��<�X5��4��6363�� ����$�B�$��[��$�3�� #&%���.�* � � , � " % � *-� † l0 -&�� \��3��C3��������6	�=�B B�$�3���5��4��6363��
 %$&B.��B<� $&� =��Y�
���
	�$& ]� B�$ E$,0K$,�$&�<-,��� $&�YE$,Z ����� �.^X$C$&�
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l = ∆x ′ � 9;���)$&��	��%��$���@�	
��$&�<$ ��=�$

l0 = γl. ���&/��vH��

�W� B�$&-,�6��R=��<�X5��4��6363�� �43�-������ ����=% !��� �� \�C3��������6	�=�BY-&=<����B�����$A 2��B�$�$&�\$,3[�
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B.�6�$&-&-,�&!���(B�$,3D %� 5?�� %��$&�R	��\�����Y���?5��4������?	�$&��B�$ � ���$&�?	�� �<$&�?	�����-&$&��$,3b5*��3�=< %$&� � B�$�=�� ��@ 	l$,	��
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� �*=.��$&�?	�$ 04!��� =.3��

�
0 = γ

�
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$&�"B�����B<$ �
0 �$,Z<�$&��$&�?	��d$,3 5*��3�=� \$&�"Z�E��Z����%B�$,3 ��@�	
$,	��%$&�"-&���<�
��B�$,E��-,�&!���b�

� =�� ��=�$& %��� ���<��E�]0K��E =�3��4� �?=<$d�$,3���-,������$&� 3��]5*$,3���-,��B<��B B�$2=��<�\Z[�4�	&!# -&=.3��(B�$d=<� �.I�P��
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�� ��_ �4E� $&�
	�� �.-&�����
��B�$,E$& %���A-&�� %� ���R	�$&� ��=�$X3���5*$,3��?-,��B<��BNB�$,3b�
���
	�$& \� � ��-&���YE$&�
Zb$&-,	�� � �

$&�AZ[�4E�43�$,3��2�43 $ 	l$ 0x > ��=�$C	
��$&��$�=�� 5�� 3���XB�$ ω � � =.Zb��� �R�� \��� �?=�$ v = � αeα $&�A3�� 5*$,3���-,��B<��B
B�$;=��<� Z[�4�	&!# -&=.3���$&�d$,3��
����	�$& \��B�$ �$,0K$,E$&��-,��� � > �?=<$ v

′ = � ′
ζe

′
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	�� 5*$,3���-,��B<��B
B�$&��B�$�$,3 �
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E������0K��� ]��-,������$&�;B�$ � ��E$&�R	�� ��$&-�� ���&/�� 8 ���
��$���@�	
��$&��$ �?=<$

B x = γ(ω)
(
B x ′ + �<B t ′

)
, B y = B y ′, B z = B z ′, B t = γ(ω)

(
B t ′ + �<B x ′/c

2
)

,

† � � &(�������(� /�����)� �*�0��(�������I��������C�$& 8 ����� B &(� B ���-";�#�)����-�$�G/5�)���)& ��H"$���)��%������$&�"��)���(�����)� >2C� �*��"������ ��C� &(�$>?�$&(���� ���
��� 	5��&���� ��� "$���)� ���" ����"������(�?��5� �*�H�$�#"$������*&!�����	&(� B �)�*�:
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B<����B�$ γ2(w) = 1/(1 − ω2/c
2) � ^��65���B.��$&��B��+3����dZ���� \$,E��� 	
�$&� � �*=<�43�B<��B�$&�\Z �� 3�� !=.36	
�� ]�(>

=�	
�636� � ����B��)$,3 ��$&- ��� B�$ ��=�$ � α = B xα/ B t > � ′
α = B x ′

α/ B t ′ ��$ ��@�	
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E�����
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� x =
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x + ω

1 + � ′
xω/c2

, � y =
� ′

yγ(ω)

1 + � ′
xω/c2

, � z =
� ′

zγ(ω)

1 + � ′
xω/c2

. ���&/�� � �
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′ = � ′ -&��� θ ′ er ′ + � ′ �
��� θ ′ eθ ′ �W^X$%$&�
	��N \����$, ���
=�	
�636� � ����B�� 3��C$&-�� ���&/�� � � ��$A��@<	
��$&��$ 3��XE$,3��4-,�&!���]$&�?	
�$A3��CB.�6�$&-&-,�&!���YB�$;3��X5*$,3���-,��B<��B B�$A=��%�
���
	�$& \�
B<$��$,0�$,�$&��-,���2� ��	
��

	��4� θ =
� ′γ−1(ω) �
��� θ ′

� ′ -&��� θ ′ + ω
. ���&/��vT��

_ �4E� $,3 -������ B�$X=�� �<� ��B<$ 3�=�� ����$�	
��$&��$ ��=�$ � = � ′ = c ���W�Y$&�
	�$X-������ ��$X��@�	
��$&��$�$,3 0K$&�A!�� \$&���
B<$ ��� � "�" � ��* �%�� , ��#&� # � � ��=�$X-&�����
���
	�$�$&�]3�� B�$&�
5�����-,�&!��� ��=�$���$ Z�E�?B�=<-&$�$&�Y=�� �<� �CB�$�3�=�� Zb��
Z �4�E� XB�$�=�� �.I�P � ��	
E� †

	���� θ =
γ−1(ω) �
��� θ ′

ω/c + -&��� θ ′
. ���&/��vS��

† � � "$��&(���)�*� %A�� �0���)&�	)� �G�#"������#� � � ���(�������I�5��� ��� �(� ���I"���� �$� �*� �*�$&(��� ��� B ���.C� "$��?�����������	��
�
�����������

���������������;: �E�)&E�*12� 8+B ��� ";�#�)���� ��� � ���?"GC�)� :	����������&(���', ��� �*��� �(� 8 � �� &(�$>?�$&(����"$�?���H9#/��?��1 � �=/ �����A";�?��5��$� &(�������(� /���� �!����@
�*���)F��*�$&*/5� ��� �*� 	5����$�A�(�-����(������� / �����!�)�#� ����� 8 ��� 8 �: � ��&!�-��� �!� �#��/��5@G�*�)� ���)�0��� �*&(�����?���'%����������$�H�*� 8 ���$/��$� �
/������A"$�?��5�����E&(�������(� /���� �!����: � �)� &!� � �5� ��6���� B &(�I/��$���������(��� �� �?���E��� �*&(�$�����)� �����(�5�#";��� �*�=��F#�*�$&*/5�)�+� ��� C�)� 	5���� θ � 1"$� 8 � ��� 8 ���� �*&!�-�?�+�I%#:�,�� 3 : J 9�: �E��&0�$� �(� �$� �?��/��$�A�!���#�-�����?������/����*��/ �+%��� ���5��&!� � �5� �������� B &(�I/�������$�A�(�$�'��
�?��� ��� �*&(�����?�����*��";�5��� B �(���	���	��� B �����(�H12�� �(�-��� ���E"$�����*&(� ���H�?� �#��/��5:

e4fhgjilk m�n o;pqsrKtvu w�x y�zRtv{Q|Ky~}~�
< � tvu w�x y���� �v� uvy �v����� � {j��� � �4� >
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^�$ 3��;$&-�� ���&/��vS��D��$W�
� �*=�$ ��=�$ ����� θ = γ−1(ω) ����� θ ′/ (1 + ω -&��� θ ′/c) > �?=<$ -&��� θ = ( -&��� θ ′ + ω/c) / (1 + ω -&��� θ ′/c)

^�$�$&�
	��  \����$,E� Z[�4E� $,3 -������2$&� ��=�$ ω � c ��$���@�	
��$&�<$ � Z���� %$, ���B<$&�)$&� ω/c

∆θ ≡ θ ′ − θ ≈ �
��� θ − �
��� θ ′ = −
ω

c
�
��� θ ′ -&��� θ ′ ≈ ω

c
����� θ ′. ���&/����&M��

�`3F!��� �*=.3�� ∆θ $&�"$,3F!��� �*=.3�� B<$a�4@ $,�E��-,�&!��� > 3�� $&-�� ���&/����&M��)$&�"3�� 0��� \�����+04!��� =.3��+Z[�4E� 3��
� @b$,� �4-,�&!���(B�$�3�� 3�= ��$&�)3�� !��Z<	
��-�� �*$&�� !$,	
���-��?�

§14. Cuatro–vectores

	 �)$,5*$&�?	��]Z<=�$&B�$�B�$&��-,��6@��6E��$�Zb���$,3 -&��� 	l=��?	��%B<$�-&�?��EB�$&�<��B<��� (ct, x, y, z) � �W�
	��2Z<=�$&B�$
5*$,���$ -&�� \�A3���� -&�� %Zb����$&�R	�$&�`B�$ =���5*$&-,	��� �hE��B.��� 5*$&-,	��� � $&� =<��$&�
Z[��-,���CB�$ -&=<�4	
���B.�� %$&�<�
������$&�&�
� =�� -&�� 2Zb����$&�?	�$&� 3����WB�$&�<��	��4 \��� Z �� xi >�-&�� \�  %$&�<-,�����<�� %���W$&� § T�3���� !# ��B.��-&$&� 3��4	
�������`	��� \���
5��43����$&� 0, 1, 2, 3 � � � ��$,3�$&-&-,�&!���(3�� �[� E$& %��� �
��=b!# B�$�3�� �
� �*=.��$&�?	�$  ]����$,E�

x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z. ��� 8.��� �

^�$��[�.�� %��� 3�� �l3���� ���6	�=�B �YB�$�$&��	�$�E��B.���25*$&-,	���C-&�� %�

(x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 ��� 8.�v���

�`5���B�$&�R	�$& \$&�R	�$]$&�
	��%3���� ���6	�=�B+���Y-��4 @����]-&���JE$&�
Zb$&-,	��Y�%���	���-,������$&� B�$,3 $&�
Z[��-,��� -&=<�4	
����
B.�� %$&���������<�43 �[Z[�4�	
��-&=�3�� E %$&�?	�$ 3���� 	
E�����
0���� \��-,������$&�XB�$ � ��E$&�R	����

^X$� \����$,E� �*$&�<$,E�43 � =��"-&����	l=<�R	��YB�$�-&=[� 	
E�2-����R	
��B<��B�$&� Ai �?=�$���$�	
E�����
0���� ]�4�N-&�� %�d3����
-&�� 2Zb����$&�?	�$&��B�$,3`E��B.���]5*$&-,	��� xi @[��	l�]	
E�����
0���� ]�4-,�����<$&��B�$,3W$&�
Z[��-,��� -&=<�4	
����?B.�� \$&���
�����<�43 ��$
363��4 ]�J=�� ��� � � " %�� � ��� � %�" † � �W� ��	
E���2Z[�43��4@�E����� @[��	l�a3����2	
E�����
0���� ]�4-,�����<$&�]B<$ � ���$&�?	��"3����
-&�� 2Zb����$&�?	�$&��B�$�$&�
	�$�-&=<�4	
����R5*$&-,	������$�	
E�����
0���� \���)-&�� \�

A0 =
A ′0 + A ′1w/c√

1 − w2/c2
, A1 =

A ′1 + A ′0w/c√
1 − w2/c2

, A2 = A ′2 A3 = A ′3. ��� 8.�v/��

† � � �(� �� ��� �� �*��& B &(������$&(�*�)@ B ���� "$� 8 � � � �(��FEC� ��� ��� / �I";�(�)& ��� ���0��� B �5"$��� � �#"$��������)��� �� 3 � ��� ���
";�5� 1 �����(� �����*&(����"$����&!������5������%���� ��� ���5"$�;&H����� &(���!�5"$��C�5� �)� &(�I��I���)& ���-�)� 	5����	��-���5�H�*1 ����"$���)&!�����#�)��)��@E�*��
";� 8�B �)�������(��� �*�'�*&!�)��� >?�)& 8 ��� ����)"$���;&!�� ����� > C�)& 8 �����-��'&(���!�5"$���5�����:

e fhgQi1k m�n o;pq r tvu w�x y�z?t {Q|Ky~}6�
< � tvu w�x y���� �v� uvy �v� ��� � {h��� � �4� >
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�W3D-&=<��B.E��B��\B�$�3��  \���*�.�6	�=<BNB�$�-&=<�43 �?=.��$,�-&=<�4	
����R5*$&-,	��� Ai ��$�B�$��<��$�-&�� %�

(A ′0)2 − (A ′1)2 − (A ′2)2 − (A ′3)2. ��� 8.� 8 �

_D��(-&���R5*$&�.��$&�<-,���������R	
���B�=�� -��4 \���(� ���� � B���� 	
�6Zb���NB<$J-&�� 2Zb����$&�?	�$&�"Z[�4E� 3����N-&=<�4	
����
5*$&-,	���E$&���bB�$&����	 !����B���3�����Zb�� Ai > Ai � �W�
	����X-&�� 2Zb����$&�?	�$&�X3��4�XB�$��<���� %�����$,3���-,�����<��B<����=��<���C�
��	
 �4� Zb��

A0 = A0, Aα = −Aα. ��� 8.�vH��
� ��� -&=[� 	
E���R5*$&-,	����$&� Ai ��$�363��� \��� � %�� � " � ����"�*-��� � � '�>23���� Ai � % ����"�*-��� � � '�� 	 	
�636� � ����B�� 3����

$&-&��� ��� 8.� 8 � � ��� 8.�vH��C$&��	��%�� %Z�36��-�� �?=<$ $,3W-&=<��B.E��B��YB�$ =��7-&=<�4	
����R5*$&-,	��� Z<=�$&B�$ $&��-,��6@<�6���$ -&�� %�
AiAi �?$&�%B�����B<$A3���-&���?5*$&��-,�&!���)B�$���=� \�X$� Z�36��-,�6	�� B�$ �`������	�$,�����[�C�
��B���=�	
�636� � ��B<�?�

� �X�$���3��� \���
�� %Zb���	����R	�$����$&-&���B<�4�-&��� E$&�
Zb$&-,	��2��$&�
	�� -&���?5*$&��-,�&!���7$&� �?=�$�B<$�3����;Z � E$&�AB�$ !# ��B.��-&$&� ��=�$���$
$&��	R!$&� ��=� ]����B�� � =���� B<$,@ $d��$,���=.Zb$,�!# ��B.��-&$&� >J$,3 ��	
�� ��=�@ !# ��B.��-&$\>7-&�� \� �
��$& 2Z<�$�� ���)B�$,@b$&�
$� ���
	
�6�� ��� � �) ]�4� B�$�B�����!# ��B���-&$&�C�$,Zb$,	
��B���� $&�N=��<� $&-&=<��-,�&!���7 \�4	�$& !�4	
��-��?�

�W� -&�� %Z�3�$,	��a���<�43���.!# � -&��� 3��JB<$��<�.��-,�&!��� B�$,3�-&=[�4B�E��B��aB�$)3��J \���*�.�6	�=�B B�$)=<�L-&=<�4	
����
5*$&-,	�����[Zb��B�$& %����B<$��<�.�6 $,3 � " %�,���� � % � ' � ��#&��"\B�$�B<���A5*$&-,	����$&�C-&�� %�

aib
i = a0b

0 + a1b
1 + a2b

2 + a3b
3. ��� 8.�vG��

� ��$,5���B�$&�?	�$ �?=�$ aib
i = aibi � � �N��	
E����Z[�43��4@�E�����b=����%Z<=�$&B�$����R	�$,�-��� @����4�3���� !# ��B.��-&$&����=�Z $ �

������$&� $�����0K$,�����E$&���
��$& %Z��$ ��=�$�$&�
	?!$&�(�$,Zb$,	
��B����&�
^�$�3�� $&-�� ��� 8.�v/���>Y3�� $&-�� ��� 8.�vH�����$���� �*=�$ ��=�$

A0 =
A ′

0 − A ′
1w/c√

1 − w2/c2
, A1 =

A ′
1 − A ′

0w/c√
1 − w2/c2

, A2 = A ′
2, A3 = A ′

3. ��� 8.� � �

^�$ � ��=b!# =����AZ[=�$&B�$  \���
	
E�4 ��=�$ $,3?Z����B�=�-,	�� $&��-�� 3��4 AiBi $&�D=�� -&=<�4	
����?$&��-��43��4 �h���R5��4������R	�$
@ � 	
�\���	���-,������$&��$&�7$,3 $&��Z[��-,��� -&=<�4	
����?B.�� %$&�<�
�����<�43 �E� �����7$& @[�4��*� � $&�
	��Y$&�
	 !�%B<$� \�����[>R� ��=�$
$&��	�$\E$&��=.36	���B��J$&�d��@�5?���F��� ��$]5*$]3��(�
�� 2�636�6	�=<B $&�?	
�$Y$,3 Z<��?B<=�-,	��7$&��-��43�� ]$&�R	
E$]B<��� 5*$&-,	����$&�
B��60K$,�$&�?	�$&��>Y$,3 -&=<��B.E��B�� AkAk �

9;�� %�)$&� -&���
	�=� @�E$��D3�� -&�� %Z ���<$&�R	�$ A0 B�$\=��a-&=<�4	
����R5*$&-,	���\��$d363��� \�)3�� � % � � %�� � � � �
e4fhgjilk m�n o;pqsrKtvu w�x y�zRtv{Q|Ky~}~�
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� ��� � %�" ��# �jB�$C	
��$& 2Zb� � > ��-���B<� =<�<��B<$C3��4� -&�� 2Zb����$&�?	�$&� Aα ��$X3�$&��B�$&�<�� 2���<� � % � � %�� � � � � '
� ' � � ��*-��# � '����`3 -&=<��B.E��B�� B<$ =�� -&=<�4	
����R5*$&-,	��� Z<=<$&B�$ ��$, Zb���
�6	
�65*� �*��$��R�4	
�65*��� -&$,E� � 	 ��-&=<�4	
����
5*$&-,	��� ��$ B�$&�<�� 2���<� � % � % � * ��� � % � � % � % � ' � � ��*-%�� � � #&%��
�?��= -&=<��B. �4B<��$&� Zb���
�6	
�65*� �*��$��R�4	
�65*�
�]-&$,E�Y�$&�
Zb$&-,	
�65��� \$&�R	�$ �h	�� 3 -&=<�43 -&�� %� ��$��<��-&$d-&���F$,3W���?	�$,�5�� 3��NB s �E� � ��	l�Y���	���-,������$&� $&�
Z[� �
-,��� 3�$&� � 3����C-&�� 2Zb����$&�?	�$&� Aα B�$ =��"-&=[� 	
E���R5*$&-,	������$�-&�� %Zb���	����N-&�� \�%=��"	
�$&� �R5*$&-,	��� A � � �
-&�� 2Zb����$&�?	�$�	�$& %Zb��E�43[B�$X=��]-&=<�4	
����R5*$&-,	��� $&� =��%	
E$&� �?$&��-��43��4 -&���]�$&�
Zb$&-,	�� ��$&�
	���� 	
 �4�<�
0K�� �
 \��-,������$&�&� �W� Zb��A$&�
	���E� �b!��� �?=�$X0K�$&-&=�$&�?	�$& %$&�?	�$�=���� $&��-,��6@b$X3�����-&�� 2Zb����$&�?	�$&�AB�$C=��]5*$&-,	���
-&�� %� Ai = (A0, A) � � ���W-&�� %Z ���<$&�R	�$&� -&� 5��4������?	�$&�;B�$;$&�
	�$A 2���� \� 5*$&-,	��� �����d$,5���B�$&�R	�$& \$&�R	�$ �
Ai = (A0, −A) > $,3 -&=<��B.E��B�� B�$�$,3  2���� \��-&=<�4	
�� 5*$&-,	���;$&� (A0)2 −A2 � � ��� Z����Z���$&B[�4B<$&� B<$
3����C5*$&-,	����$&��$&�J=��7$&�
Z[��-,��� �W=<-,36��B.�������)>R� �<���J�
��B��YB.����-&=�	
��B<�������R	�$,�����E %$&�?	�$2$&� § T%>"-&�� %�
5?�� \�����.�����[�,>\��$&-&$&����B<��B)B�$��<��-&$,;B��60K$,�$&�<-,��� $&�?	
�$C-&��5��4������R	�$�>%-&���?	
E�,5�� ����4�?	�$ $&�]$&��	�$X-������ �

	 � � � � ' %�" ��� � � " %�� ,�*�� � � ' *-%�� ��# B�$ E��� �*�"�]$&��=��J-&����	
=��?	��"B�$)�&GY-����?	
��B<��B�$&� Aik �?=�$
@[��	l� 	
E�����
0���� \��-,������$&�`B�$ -&�����B�$&�[�4B[�4� ����$ -&�� 2Zb���	��;-&�� %� 3����D	
E������0K��� ]��-,������$&� B<$,3RZ����B�=�-,	��
B�$;B����`5*$&-,	����$&� �hZb��W$ 	
$& 2Z�3�� �R$,3 Z�E�?B�=<-,	�� aibk �E�*^X$ 3��  %���� \�� \����$,E� ��$&�
	��XB�$��<�.��-,�&!���%Z<=�$&B�$
��$, �*$&��$,E�436� � ��B<�%Z[�4E� 	�$&�������$&� B�$�E��� �*�2 \�&>*����

� ����-&�� 2Zb����$&�?	�$&��B<$d=��7	�$&�������B<$ E��� �*�)�Y��$ Z<=�$&B�$&�+$&��-,��6@��6 B�$ 0K��E \�\-&���R	
E�&5��4������?	�$
Aik �<-&��5��4������R	�$ Aik >  2� � 	������E� 	
����0���-&$&� Ai

k � Ai
k > Ai

k � �W�"$&�
	�$ !=.36	
�� %�]-������2$&���� %Zb���	����R	�$
�<��-&$, 3��CB.�60�$,�$&��-,����$&�?	
�$A3���� B.���
	
���?	����A!# ��B.��-&$&����=�Z $,������$&� $;���.0�$,������$&�&� ^X$ ��$&-	��� �R3��F!=.36	
�� \�C�����
	��4-,�&!��� Ai

k $&�W=.	
�636� � ��B<�+!=�����-��4 \$&�R	�$�-&=<����B��������<�&> -&����0K=����&!���\�43 �*=��<�X> $&�
	�����-&=.��$;-&=<����B��C3����
-&�� 2Zb����$&�?	�$&�A 2� � 	��4� Ai

k = Ai
k �?$&�;B�$&-,�6�-&=<����B<� $,3 	�$&������A$&�!' *�� �� � "�*�� % � Aik = Aik � �.$ B.��-&$

�?=�$ =��N	�$&�������$&� ��� � * ' *�� �� � "�*�� %)-&=<����B<� Aik = −Aik �<3��]-&=<�43`�� 2Z�36��-�� ��=�$�3����C-&�� 2Zb����$&�?	�$&�
-&���N�� @ ����!# ��B.��-&$&�X� �*=<�43�$&�C�����"��=.3����&�

^X$d3��Y 2���� ]�] \����$,E� ��=�$dZ[�4E�Y-&=<�4	
����R5*$&-,	���E$&���W	��?B[�\$&-&=[�4-,�&!��� ��=�$2-&���?	�$&� �R�)	�$&�������$&���
B�$,@b$ 	�$&�<$,A!# �<B.��-&$&� 36�6@��$&� ��B !$&�?	
��-&���A�4���6@[��>d� @ � 	
� � �W��	����  2���� \��� Z<=�$&B�$&�2 \��5*$,���$A36�6@��$& \$&�R	�$
�<��-,��� �4���6@[� � �<��-,��� �4@[��	
� ���
��$& 2Z�E$N> -&=<����B�� ��$ �<���R�+3��  2���� \�+B�$J�� @b���\3���B����"B�$(3��
� �*=<�43�B<��Bb� � ��Zb�� �43 �*=��<�CE� �b!���%363�$��R���;��5*$, �?=<$�$&�
	���� � �*=<�43�����B�� -&�� %Z ���<$&�R	�$&� -&��5��4������R	�$&�A-&���
-&���R	
E�&5��4������?	�$&��$&�"=��[� $&-&=<��-,�&!��� � �43 �*�]$&�
	 !�d��$,5*$,E�� \$&�R	�$  \�43h�

� � � %�� � " � � ��* �%�� B�$ =��(	�$&������ Ai
i $&�C363��4 ]��B<� � " � � �FB�$,3`	�$&�������� �`5���B�$&�?	�$& %$&�?	�$�� $,3WZ�E���

B�=�-,	�� $&��-��43��4 B�$XB����;-&=<�4	
����R5*$&-,	����$&�X$&� =<�<��-&���?	
E��-&-,�&!���)Z[=�$&�A$,3b$&��-��43��  AiB
i $&� 0K��E \��B�� � 3

-&���R	
E��$,C$,3 -&=<�4	
����R	�$&�<���� AiB
k �

�`3 � � � ' %�"�� � * � ��"�*-% δi
k $&� 	��43 ��=�$�Z[�4E��-&=<�43 ��=.��$, -&=<�4	
����R5*$&-,	��� δi

kA
k = Ai � �W�
	�� �� 2Z�36��-��

�?=�$���=���-&�� %Z ���<$&�R	�$&�X�����)	��43�$&� �?=<$ δi
k = 1 �&!# i = k > δi

k = 0 �&!# i 6= k �

e fhgQi1k m�n o;pq r tvu w�x y�z?t {Q|Ky~}6�
< � tvu w�x y���� �v� uvy �v� ��� � {h��� � �4� >
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� =.@���$&��B<� �+@ � 	�����B�� 3����7!# ��B.��-&$&�(B�$,3C	�$&������)=<�.�6	��4���� δi
k =���� Z<=�$&B�$7��@�	�$&�<$,"$,3C	�$&������

���� +!$,	
���-&� gik � gik 363��4 ]��B��%$,3 � � � ' %�" � �� � "�*�� %?� �W�A04!��-,�63 5*$, �?=<$

gik = gik =




1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1



≡ B.����� (1, −1, −1, −1). ��� 8.�vT��

^X$��
��=b!# ��$��
� �*=�$�3��d04!��� =.3�� Z �  � ��=.@��6 >Y@[��	��4�!# ��B.��-&$&�

gikAk = Ai, gikAk = Ak. ��� 8.�vS��

^X$��
��=b!# ��=�$�Zb�� $ 	
$& 2Z<3��%$,3 ���?	�$,�5�� 3��]Z<=<$&B<� $&��-,��6@��6E��$�-&�� \� †

B s2 = gik B xi B xk. ��� 8.���&M��
	 �<�%B�$�3����XZ����Z���$&B[�4B<$&� ��=�$ �<��-&$ $&��Z $&-,���43�$&���d3�����	�$&�<�����$&� δi

k, gik, > gik $&� �?=<$ �����N3����
 %���� %����$&�N-&=[� 3 ��=.��$,������
	�$& \�dB<$�-&�����B�$&�<��B<��� �hZ<=�$&�����&!# 0�=�$,����($&��-&�����B���� �E� � 	
��2	�$&�<���� ��=�$
-&=< 2Z�3�$N-&��� $&�
	�$ ��$&-	��� $&�%$,3 � � � ' %�" � � * � ��"�*-% � % � � # � � � � � � � ����� � * ' *�� �� � "�*�� % �h	�$&������]B�$
� $,5?� � 9 �65��6	�� � εiklm �.��3b� �*=<�43��?=�$���= -&���R	
E�4Z[�4�	�$�$&� 	
�$&�AB.�� \$&���
������$&���[$&�
	�$C	�$&������ $&�;	��43 ��=�$
-��� @����CB�$;�
� �*�<���4�?	�$�$,3.���?	�$,�-��� @�����B�$;-&=<�43 ��=.��$,E��B�$;��=��;!# ��B.��-&$&�&� ^X$ 3��C���?	
���
�� %$,	
�!# ����$A�
� �*=�$
��=�$�	���B<����3��4��-&�� 2Zb����$&�?	�$&��$&�"3�����-&=<�43�$&�XB���� !# �<B.��-&$&�C�����)�$,Zb$,	
��B���� �<5�� 3�$ -&$,�� �<���&!# Z[=�$&����3����
!=<�.��-�����-&�� 2Zb����$&�?	�$&�A��� �?=�3��4� ����� � ��=�$,363����X$&�\3����A-&=<�43�$&�A	���B����;3�����!# ��B���-&$&� �����YB.�60�$,�$&�?	�$&�&� �W�
-&����	�=� @��$�B�$��[�.�6

ε0123 = +1. ��� 8.����� �

^X$A$&�
	��C ]����$,E� �*3���� -&�� %Z ���<$&�R	�$&� B�$A$&�
	�$A	�$&�<���� ����� +1, � −1 �
�.3�����!# ��B���-&$&� Z[=�$&B�$&�2363�$,5��4���$
�43 � ��$���3��XM.�&��/� %$&B����4�?	�$;=��<� Zb$,� =.	���-,�&!��� Z[�4 ���� 2Z[�4 �$&�
Zb$&-,	
�65��� \$&�R	�$�� �`3 �X!=� \$,���B�$W	���B<���
3�����-&�� 2Zb����$&�?	�$&�����%�?=.3����X$&��-,3��4E�� %$&�?	�$ 4! �[^X$�$&�
	��  \����$, ���<3�� -&���R	
E��-&-,�&!���

εiklmεiklm = −4! ��� 8.���&���
† <=�?� &!� 8 �$�A�(� �!� 8 F��;C�$� B ��������(";&(� F#� &(�*��"$� 8 � � s2 = gab � xa

� xb
�*���-� 8 F#��&�	5�����6"$�)��/������������(�����(";&(� F#� &(���H�*�)���

"$� 8 �+��� 8 ����� �*&!�H���H�I"): ,�����: � 4 9 B ��&!�H�$/����!� &=��#��"$�)�> ��*�IC�)�	�� B �A"$�+��$����"��5���%A�� �*��"$�I���0��� ���)�=��� B �5"$���5� "$�&*/��)�
"$� 8 �-/ �$&(� 8 �)� 8 �����5��$�?���A�(�):

e4fhgjilk m�n o;pqsrKtvu w�x y�zRtv{Q|Ky~}~�
< � tvu w�x y���� �v� uvy �v����� � {j��� � �4� >
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9;��� �$&�
Zb$&-,	�� �7���	���-,������$&�)B�$,3C�
���
	�$& ]�FB�$(-&�����B�$&�<��B<�����A$,3X	�$&������ εiklm ��$"-&�� %Z ���	��
-&�� %�2=��)	�$&������ �[Z $,E�d���d3��%$&���4��!#  %$&B����4�?	�$�E$��<$�������<$&��Z[=�$&��3���� -&�� %Zb����$&�R	�$&�XB�$�=<� 	�$&������
B�$,@b$&�]-��� @����4AB�$X�
� �*��� �4�?	�$C$&�
	����; 2���� ]�4� >2Zb�� B<$��<�.��-,�&!���)$&�
	�$�	�$&������A$&�;$,3  2���� \��$&�\	��?B��
�
���
	�$& \� -&�����B�$&�[�4B<� �

�W�
	
���-,	��� \$&�R	�$ �<�4@�3�����B<� � $&�
	�$�	�$&�<��������\$&�C=��N	�$&�������� $&�C=�� � ' � � ,
% � � � ' %�"��[$&�CB�$&-,�6�� ��$
-&�� 2Zb���	��)-&�� \�"=�� 	�$&������  \$&B.�����R	�$Y���	���-,������$&�%B�$,3 �����
	�$& \�"-&�?���B<$&�<��B�� �W$� -&$,Z�	��F�
��=�$,363����
�?=�$����dZ<=�$&B<$&�"��$,�E$&B�=�-,��B<���C� ���	���-,������$&� �j$&� B�$&-,�6 �[�$��<$� ������$&� �E�

�`3 Z����B�=�-,	�� εiklmεprst 0���� \� =�� 	�$&������ �h5*$,�B<��B�$,E� �`B�$ E��� �*��T�� � ��-&���?	
E��-&-,�&!���\B<$ =<���C�
 \��� Z[�4�$&�WB�$X!# ��B.��-&$&� B<��	�$&�<�����$&� B�$ E��� �*��G ��8��*��> M �j=�� 	�$&������ B�$ E��� �*�C-&$,���$&�W=�� $&��-��43��4 �E�
^�$,@<��B��%� $&�
	�� ��3���� -&�� %Zb����$&�R	�$&��B�$�$&�
	����A	�$&�<�����$&� B<$,@ $&�"��$,AZ����Zb���-,�����<�43�$&�C� Z����B�=�-,	���� B<$
δi

k �R>R� �?=�$X$&� $,3�!=�����-&� 	�$&�<����;5*$,�B<��B�$,�� -&=.>R���A-&�� 2Zb����$&�?	�$&�;�����]3����  %���� \��� $&�%	���B�� �
���
	�$& ]�
B�$��$,0�$,�$&��-,���?� � �2$&� -&�� %Z�36��-���B��] %���
	
E�4 ��=�$

εiklmεpklm = −3! δi
p, εiklmεprlm = −2! B�$,	

[
δi

p δi
r

δk
r δk

p

]
,

εiklmεprsm = −1! B�$,	




δi
p δi

r δi
s

δk
p δk

r δk
s

δl
p δl

r δl
s


 , εiklmεprst = −0! B<$,	




δi
p δi

r δi
s δi

t

δk
p δk

r δk
s δk

t

δl
p δl

r δl
s δl

t

δm
p δm

r δm
s δm

t




.

��� 8.���&/��

�`3 , � � � " � * � ��� � � B<$X=<�\	�$&�<���� Aik B<$� �4���*�2��$&�A$,3bB�$,	�$,� %���<���R	�$�B�$X3��  ]�4	
�� �X0K��� ]��B<�
Z �� ��=�� -&�� %Z ���<$&�R	�$&�&� �W� -&�� %Z�3�$,	��7�4�[� 3���.!# �J-&��� 3��N$&-�� �QT��vG�� $&�
	�$YB�$,	�$,� %���<���R	�$ $&��	�!�(B<��B��
Z ��

B�$,	 (Aik) = εikmpAi0Ak1Am2Ap3. ��� 8.��� 8 �

^�$�3��  2���� ]�  ]����$,E� ��3���� $&-&�&� �QT�� � � � �QT��vT��A��$ �*$&��$,E�436� � ���(�$&�
Zb$&-,	
�65��4 \$&�R	�$ -&�� \�

εprstAipAkrAlsAmt = −εiklm B<$,	 (Akl) , ��� 8.���&H��
e fhgQi1k m�n o;pq r tvu w�x y�z?t {Q|Ky~}6�
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εiklmεprstAipAkrAlsAmt = 4! B<$,	 (Akl) . ��� 8.���&G��

��� Aik $&�J=�� 	�$&�<���� ��$����!-��% �����*����+� �d$&�R	�����-&$&�+$&�
	�$ 	�$&������F> $,3 Z<��$&=�B���	�$&�<���� A∗ik ≡
1
2
εiklmAlm ��$CB.��-&$ ��=�$������ ,�����# � ' =����d�43 ��	
�� �<^X$X3��  2���� ]�� ]�4�<$,E� � εiklmAm $&� =��]Z<��$&= �
B<��	�$&����������?	
���
�� !$,	
���-&�]B�$CE��� �*�d/ B�=<�43D�43b5*$&-,	��� Ai ���`3bZ�E�?B�=<-,	�� AikA∗

ik $&�A$,5���B�$&�?	�$& %$&�?	�$
=<� Z<��$&=�B<�?$&��-��43��4��

�`3 ����� � " %���.�" �
,�* � � � �dB�$�=��)$&��-�� 3��4 ξ ��$�B�$��<�<$�-&�� %�2$,3 -&=<�4	
����R5*$&-,	���

∂ξ/∂xi =

(
1

c

∂ξ

∂t
, ∇ξ

)
. ��� 8.����� �

� � B.�60�$,�$&��-,���43WB�$�=��)$&��-�� 3��4CB ξ

B ξ =
∂ξ

∂xi
B xi, ��� 8.���&T��

$&� 	��� @���!$&�"=��Y$&��-��43��4�>R� ��=�$�$&�;3�� -&���?	
E��-&-,�&!���NB�$XB����;5*$&-,	����$&��� �`3 B.�65*$,��*$&�?	�$�B�$,3 5*$&-,	��� Ai

��$�B�$��<��$�-&�� \� ∂Ai/∂xi† �
�W�d$,3.$&�
Z[��-,�����W=�-,36��B.������� B�$ 	
�$&�WB.�� %$&�<�
������$&�W=����XZ<=<$&B�$ ���R	�$���E�4 ��3��X3�� 	�*��B�$ =<�<� -&=��5�� �

�43W�$&B<$&B����B�$d=�� !�4�$��\>NB�$&�?	
�� B�$d=<�N5*��3�=< %$&�b� � � �*$&�<$,E�436� � ��-,�&!��� $&�J$,3 $&��Z[��-,���"B�$ -&=<�4	
��
B��� %$&���
�����<$&��-&�� \�d3�� ��$& \��� B�$��<����B�� �<���
	��2� ���� � ��$�363�$,5��%� -��4@b�2B�$C3��d�
� �*=���$&�R	�$  \����$, �

✞ � � � �-.�" ��# ' %���"
� ��� � ����" ��� � � ��# ��� � � " %�� � ' � � ��*-%?� ➜ �W� $&�
	�$]-������N$,3;$,3�$& %$&�?	��JB�$
���?	�$���E��-,�&!���J$&� $,3 $,3�$& %$&�?	��\B�$�3h!# �<$�� ��=�$�$&��$,3 5*$&-,	���XB xi �

✞ � � � �-.�" ��#�' %���"
�+� � � ' � � � " � ��* � , � ,
%�' ,�*�� � � ' *-%�� � ' � � ��# ����� � " %�� � ' � � ��*-%?� ➜ _ �4E�
@[=���-��4X$,3`$,3�$& %$&�?	��YB�$ ���R	�$���E��-,�&!���+$&�N$&�
	�$ -������]$&� �� %Z ���	��4�?	�$ ��@<��$,�5��4X3�� ��=�$ ��=�-&$&B�$ $&�N$,3
$&��Z[��-,��� �W=�-,36��B����4�<�]B<$�	
�$&��B.�� \$&���
������$&��� �W�N$&�
	�$�$&�
Z[��-,���%3�� Z����>*$&-&-,�&!���JB<$,3�!�4�$�� ��=�$��<��-&$�$,3
Z �  � 3�$,3���� �4 \��0���� ]�4B<�CZ ��W3���� 5*$&-,	����$&� B r >]B r ′ $&�23���� Z�3�������� -&�?���B<$&�<��B���� xαxβ $&�
	 !��B<��B<�
Zb��dB xα B x ′

β − B xβ B x ′
α �W^X$\3��" %���� \�" \����$,E� �W$&� $,3A-&=<�4	
����?$&�
Z[��-,��� $,3;$,3�$& \$&�R	��aB�$ !�4�$��

$&��	�!�YB[�4B<�\Zb���$,3W	�$&����������?	
���
�� !$,	
���-&�7B fik = B xi B x ′k − B xk B x ′i � � ����-&�� 2Zb����$&�?	�$&��B�$ $&�
	�$
	�$&�<����������J3�����Z<���>*$&-&-,������$&�dB<$,3 $,3�$& %$&�?	��"B�$ !�4�$��]$&�F-���B<�Y=��<� B�$ 3�����Z�3�������� -&�?���B<$&�<��B����&�
� ���"$& @[�4��*� �<$&�N$,3 	
�$&� �?$&�
Z �4-,��� �b=��<�d���2=.	
�636� � �%$,3 	�$&������XB fαβ = B xα B x ′β − B xβ B x ′α -&�� %�
$,3�$& \$&�R	��JB<$%���?	�$���E��-,�&!��� � �
���<�($,3 5*$&-,	���2B fα �?=�$Y$&� B�=<�43�� $&�
	�$]	�$&������dB fα = 1

2
εαβγ B fβγ �

† � � 	)�����$&!��������� ��(�������I� �*��� 8�B &(� �?���-"$� 8�B �5������(��� "$�I/5��&(���)���(���-������"$�#� �*&(��� � B �$&!�)��)& , ∂/∂xi 9;:�� � &!��&!���
�A"��)�*���5����0�*� �#� F#������� ���-���$&(��/5�5��-"$�)� &(��� B �I";�(� ������"$� 8�B �5������(�-"$�)���*&!�I/5��&(���)���(�5: � � &!����� �(� "��)�*� �$�E� B �;&!�5���&
����� > �;&(���#"$���5";�IC�)� ��� ∂/∂xi = (∂/c∂t, −∇) .

e4fhgjilk m�n o;pqsrKtvu w�x y�zRtv{Q|Ky~}~�
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�C$&�� !$,	
���-��� %$&�?	�$�� $&�
	�$ $&� =��"5*$&-,	��������� \�43`� 3 $,3�$& %$&�?	��YB�$���=.Zb$, �[-,��$�$�� �*=[� 3`$&�( \���*�.�6	�=�B
� 3A!�4�$��CB<$ $,3[$,3�$& %$&�?	�� � �W�2$,3�-&=[� 	
E���?$&�
Z[��-,��� �<��$&�WZb���
�6@�3�$�-&������	
�=.�6 $&�
	�$;5*$&-,	�����?�
���2$& @[�4��*�
=����dZ<=<$&B�$�-&�����
	
E=.�6�$,3 	�$&�������B<=<�43DB f∗ik �43 	�$&������XB fik

B f∗ik =
1

2
εiklm B flm. ��� 8.���&S��

^�$;3��C %���� \�X ]�4�<$,E� �*$&�
	�$A	�$&������ B�$&��-,��6@b$��C=��%$,3�$& %$&�?	���B�$Y!�4�$��X� �*=<�43 > �<��� \�43<�43<$,3�$& %$&�?	��
B�$�3�� ��=.Zb$, �[-,��$�B fik � �W�
	�� !=�36	
�� %�%$&��-,3��4��2>R� ��=�$�B fik B f∗ik = 0 �

✞ � � � �-.�" ��# ' %���" � ��� � �
* � � "�' � � � " �
��* � , � � "
� ' ,�*�� � � ' *-%�� � '�� ➜ �`3`5*��3�=� \$&�FB�$,3WZ[�4 �

� 3�$,3�$,ZD!# Zb$&B�� �?=<$ 0���� \����	
�$&�D5*$&-,	���E$&�WB r, B r ′, B r ′′ $&�
	 !��B<��B�� Zb�� ( B r ∧ B r ′) �EB r ′′ � ��=�$ Z<=�$&B�$
$&��-,��6@��6���$�-&�� %�

B<$,	



B xα B x ′

α B x ′′
α

B xβ B x ′
β B x ′′

β

B xγ B x ′
γ B x ′′

γ


 ≡ B Sαβγ. ��� 8.�v��M��

���;� ���� �)Zb$&������ \��� $&� $&��	�$\5*��3�=< %$&�L-&�� \� ! ' %(��*-. ���"� $&� =�� $&�
Z �4-,���J-&=[� 	
E���?B.�� %$&���������<�43 �
$&�R	�����-&$&�)Z ��B�$& \���\B�$&-,�6 ��=�$N3��FZ�E��>*$&-&-,�&!��� B<$,3�Z[�4E�43�$,3�$,Z !# Zb$&B�� �?$&�YB�$&-,�6 �A$,3 � área � B�$N3��
�.�6Zb$,���=.Zb$, �<-,��$ � �*$&��$,E��B<�+Zb�� 3����)-&=<�4	
����R5*$&-,	����$&�7B xi, B x ′′i, > B x ′′i $&��	�!� B[�4B[�aZb�� 3����
B�$,	�$,� 2���[�4�?	�$&�

B�$,	



B xi B x ′i B x ′′i

B xk B x ′k B x ′′k

B xl B x ′l B x ′′l


 ≡ B Sikl. ��� 8.�v�.� �

�W� -&���R5*$&�.��$&�?	�$(=.	
�636� � �4%-&�� %�($,3�$& %$&�?	��JB�$\���R	�$��� �4-,�&!��� ����@�E$%3�� �.�6Zb$,���=.Zb$, �[-,��$\$,3A-&=<�4	
����
5*$&-,	���XB Si B�=<�43 �43 	�$&�������B Siklm B<��B��dZb��

B Si = −
1

6
εiklm B Sklm, B Sklm = εpklm B Sn. ��� 8.�v�����

�C$&�� !$,	
���-��� %$&�?	�$�B Si $&� =��\-&=[� 	
E���R5*$&-,	��� � �*=<�43 $&�] \���*�.�6	�=�B ��3���� � �++*+�! � B�$,3 $,3�$& \$&�R	��dB<$
�.�6Zb$,���=.Zb$, �<-,��$%>J����� \�43 �43  %���� %� � ^�$23��YB�$��<�.��-,�&!���L���?	�$,����� ��$2�
� �*=�$ �?=�$\B S0 = B S123 =

B x B y B z � �W�L��	
E���dZ � 3��4@� �4� � $&�
	�$)$&�%$,3 $,3�$& %$&�?	��aB�$Y5*��3�=< %$&� B V $&�L$,3�	
E$&� �?$&�
Z[��-,��� � �W�
	�$
5*��3�=� %$&�+$&� 	l=<�
	��� %$&�?	�$d3��]Z��� >*$&-&-,�&!��� B<$,3 $,3�$& %$&�?	��"B�$ 3�� �.�6Zb$,���=.Zb$, �<-,��$2$&�J-&=�$&��	
�&!���+$&�F$,3
�.�6Zb$,�Z�3������ x0 = -&�����
	��

✞ � � � �-.�" ��#�' %���"
� � � ��%�# � � � � , � ����� � " % ,�*�� � � ' *-%�� � '�� ➜ �`5���B�$&�?	�$& %$&�?	�$C$,3<$,3�$& %$&�?	��
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B<$����R	�$��� �4-,�&!���J$&��	�!�%B<��B��dZb��

B Ω ≡ B x0 B x1 B x2 B x3 = c B t B �
. ��� 8.�v��/��

� � 04!��-,�63b5*$, ��=�$C$&�
	�$X$,3�$& %$&�?	��d$&�;=��\$&��-�� 3��4�� � ��	
� -&=<�43 ��=.��$,�	
E������0K��� ]��-,�&!��� B�$ 3���� 5�� ���� @<3�$&�
B<$����R	�$��� �4-,�&!���J�<�dZ���� ]�4B[�4�X� 3��4��Z���� ]��B<�����<$,3D$,3�$& \$&�R	��]B�$����?	�$���E��-,�&!���J-��� @<���2�

J B Ω ′ =
∂(x ′0, x ′1, x ′2, x ′3)

∂(x0, x1, x2, x3)
B x ′0 B x ′1 B x ′2 B x ′3,

_ �4E�N=��<�"	
E�����
0���� \��-,�&!��� 36����$��43 B<$%3��N0���� \� x ′i = ai
kxk � $,3 ����-&��@�������� J $&� 	
=��
	��� %$&�?	�$ $,3

B<$,	�$,� 2���<���?	�$ B<$,	 [ai
k] � �W�
	�$� %���� %�d$&� 3�� =��.��B<��BNZ[�4E� ���	���-,������$&�CB�$,3D�
����	�$& \� -&�����B�$&�<��B�� �

^�$N3��F %���� \�F \����$,E� �?=�$($� ���
	�$&� 3���� c $&��E$& \���\B<$ �+����' 'J> � � % � � 'FZ �  �F$,3�$&�
Z[��-,���
� =�-,3h!# B�$&�aB�$]	
�$&� B.�� \$&���
������$&� � $&� Zb���
�6@<3�$ �*$&��$,E�436� � �4�3����Y� 3A$&�
Z �4-,���J-&=[� 	
E���?B.�� %$&���������<�43XB�$
 ]����$,E� �<�4	�=.E�43h�

� �����?	�$���E�43D����@<�$C=��<�����6Z $,E��=.Zb$, �<-,��$CB�$X	
�$&�;B.�� \$&���
������$&��-&$,�E��B<����$ 	
E������0K��� ]��$&� =��[�
���?	�$���E�43�����@�E$ $,3�-&=[� 	
E���R5*��3�=� %$&�2-&���?	�$&�.��B��CB�$&�?	
��XB�$ 3��� 2���� ]� �<��-,��$&��B��C$,3?�
� �*=���$&�R	�$A-��� @����
$&�"3�� ���R	�$��� � 3

B Si −→ B Ω ∂

∂xi
. ��� 8.�v��8 �

_ ���$ 	
$& 2Z<3�� �<3�� ���?	�$���E�43 B<$�=�� 	�$&������ Mip

	

∫

Mip B Si =

∫
∂Mip

∂xi
B Ω. ��� 8.�v��H��

� �
	��L!=.36	
�� \�d��B�$&�R	
��B[�4B � �*$&�<$,E�436� � �2$,3�� � %�"
��� � , � �+����' '��
� � ���R	�$��� � 3 ����@��$�=<�<� ��=.Zb$, �<-,��$�B<$�B�����B.�� \$&���
������$&� Z<=�$&B�$�	
 �4�<�
0K��E \�4���$C$&� 3�� ���?	�$���E�43

����@��$%-&=[� 3 ��=.��$,��.�6Zb$,���=.Zb$, �<-,��$]B�$%	
�$&� B.�� %$&����������$&� �?=<$%	�$&� �R�"-&�� %�N0 E���R	�$,E�N�)$&�
	��"B���� �
��=.Zb$, �<-,��$�� �W��	��%��$ �<��-&$  %$&B.�����?	�$�$,3 ��� �*=.��$&�R	�$ -��� @����

B f∗ik −→ B Si
∂

∂xk
− B Sk

∂

∂xi
. ��� 8.�v��G��

� � ���R	�$���E�43 ����@��$�=��[��-&=.�5�� -&$,�E��B<� $&� $,3D$&��Z[��-,���2B�$C-&=<�4	
����?B.�� \$&���
������$&�C��$X	
E�����
0���� ]�
$&�Y=��[�����?	�$���E�43D����@�E$�-&=<�43 ��=.��$,���=.Zb$, �<-,��$CB�$XB����;B.�� %$&����������$&��-&=.>R� 0K����R	�$, ����$���3�� -&=.�5���$&�
-&���<�
��B�$,E��-,�&!���
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B xi −→ B fki ∂

∂xk
. ��� 8.�v�*� �

� �&!# Z<=�$&���43��A���?	�$���E�43�B�$ 3h!# �<$���B<$ =�� 5*$&-,	��� Mi Z<=<$&B�$ ��$, 	
E������0K��� ]��B<�AB�$ 3����
� �*=.��$&�?	�$� ]�4�<$,E�

	

∫

Mi B xi =

∫

B fik ∂Mi

∂xk
=

1

2

∫

B fik

{
∂Mk

∂xi
−

∂Mi

∂xk

}

, ��� 8.�v��T��

�?=�$�$&��3�� �*$&��$,E�436� � ��-,�&!���FB<$,3 � � %�"
��� � , ��� � % � � '��
� ��� 5*$&�?	���	
���`B�$ =.	
�636� �4� `=�� $&�
Z[��-,��� B�$ -&=<�4	
���B.�� \$&���
������$&� Z[�4E� �<��-&$, ��=�$&�
	
 �4�  \�4	�$& !�4	
��-����

$&��-,3��4E� >73��(��$,.!�)� !=��+ \��� �]3��"3�� 	�*�NB�$%	�=a-��4��$, �Y-,��$&�R	&!# �<-��?� 9;�� \$&��-&$& %��� -&���a=<�<� �
�� �
Z�3�$"�4Z�36��-���-,�&!���b��^X$��<�.�� %���%3�� ��� � � " %�� � ��#&% ��*-,
�
, B<$)=��<�NZ[�4�	&!# -&=.3��a$&�  %� 5?�� %��$&�R	��+-&�� %�F$,3
-&=<�4	
����R5*$&-,	��� uk B[�4B<�dZb��

uk =
B xi

B s . ��� 8.�v��S��

� �W�
	�� B�$��<����-,�&!���"�� %Z�36��-�� ��=�$C3�� -&=<�4	
����R5*$,3���-,��B<��Ba$&��=<�<� -��4�?	
��B<��BJ��B.�� %$&���������<�43 � 	 	
�636� � ����B��
3��Y$&-�� ���&����� ����$d��@�	
��$&�<$ ��=�$ γ( � ) B s = c B t $&�JB����<B�$ �F$&��3��]	
�$&� �R5*$,3���-,��B<��B B�$ 3��]Z[�4�	&!# -&=.3��?�
� =��
	
�6	�=.>*$&�<B��\$&��	��2$&�)3��d$&-�� ��� 8.�v��S�����$���@<	
��$&��$&�(3��4��-&�� 2Zb����$&�?	�$&��B<$�3��d-&=<�4	
����R5*$,3���-,��B<��B

uk =
(
γ, γ

v

c

)
= γ

(
1,

v

c

)
. ��� 8.�v/�M��

^ �65���B.��$&��B<�\3�� $&-�� ��� 8.���&M���Zb���B s ��$���@�	
��$&��$ �?=<$

ukuk = 1, ��� 8.�v/.� �

$&�XB<$&-,�6 � $,3W-&=<�4	
����R5*$&-,	��� B�$ 5*$,3��?-,��B<��B+$&�X=<�"5*$&-,	����=<�.�6	��4���� �?=�$ $&��	���� �*$&�R	�$2�23��23h!# ��$��YB<$
=��.�65*$,���� xk B�$X3�� Z[�4�	&!# -&=.3��?� �.$XB<$��<��$X3�� -&=<�4	
�������-&$,3�$,E��-,�&!���F-&�� %� 3�� B�$,��65���B<�dB�$X3�� -&=<�4	
����
5*$,3��?-,��B<��B

wk =
B 2xk

B s2
=
B uk

B s . ��� 8.�v/����
	 	
�636� � ����B��]3�� $&-�� ��� 8.�v/.� ����$���@<	
��$&��$ ��=�$

ulwl = 0. ��� 8.�v/�/��
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� �(��	
 �4�XZ[�43��4@�E����� 3��\-&=<�4	
����R5*$,3���-,��B<��B+>"3��%-&=<�4	
�������-&$,3�$,E��-,�&!��� �����7-&=<�4	
����R5*$&-,	����$&� ���	��� �
���[� 3�$&�X$&�?	
�$��&!# �

§15. Mecánica relativista

�`3 � "�* � ��* � *-% , � � �� � *�� � � � ��* �%��($&� =�	
�636� � ��B���Z �  ��$&�<-&���R	
E�4 3��C$&-&=<��-,�&!���\B�$A \��5��� 2��$&�?	��
B<$ =��<� �j� 5��4������ � Z[�4�	&!# -&=.3����W$&�  %��5��� 2��$&�?	��C$&�  \$&- !�4����-�� �����RE$,3�� 	
�65����
	��?� � � ��=�$ $&��	�$ Z�����<-,�6Z����
$&��B�$�-��4.!��-,	�$,��*$&�<$,E�43 $&� 3��d0O!# �
��-�� � B�$,@b$���$�5��436��B��\$&�N %$&- !���.��-��dE$,3�� 	
�65����
	��%	��� @<��!$&� �

_ �4E�($&��-&���?	
E�423��7��-&-,�&!��� B�$Y=��<�"Z[�4�	&!# -&=.3��736�6@<�$ ��@<��$,�5*$& \��� ��=�$]3��(��-&-,�&!��� S ���7B�$,@b$
B<$,Z $&�<B�$,\B�$,3C�
���
	�$& ]�JB�$ E$,0K$,�$&�<-,��� ��=�$"��$)	��� \� � $&�\B�$&-,�6 � B<$,@ $N��$,%���?5�� ����4�?	�$J %$&B����4�?	�$
	
 �4�<�
0K��E \��-,������$&�]B�$ � ���$&�?	���� �W�L��	
E���2Z � 3��4@� �4� � $&�
	��F��-&-,�&!��� B�$,@b$ ��$,]=��L$&��-��43��4�� �W3 ��� �
	�$��� �4�<B��7B�$23��N�4-&-,�&!��� B<$,@ $]��$, =��<�)B��60K$,�$&�<-,��� 3�B<$,3 Z���� %$, ���B�$&�b� � �4	�=.E�43� %$&�?	�$�� $,3)!=��.��-&�
$&��-�� 3��4XB�$XZ���� %$,A���B<$&�)-&��� $,3 -&=<�43 ��$& \��� 	
 � @ � 	���B�� �<���
	�� � ����E� $&�AB s ���W�"��	
E���;Z[�43�� @<E�����
3��%�4-&-,�&!���(B�$,@b$�$&��-,��6@��6���$ -&�� %�

S = −α

∫b

a

B s, ���&H���� �

B<����B�$ α $&��=<�<�Y-&�����
	����?	�$\B�$2Z����Zb���-,�����<�436��B<��B >(3��Y���R	�$��� � 3A$&��	��� ]��B<� �]3��)3��4��*�NB�$2=��<�
3h!# ��$��(B�$%=��.�65*$,����7$&�?	
�$%B<��� $,5*$&�?	���� a > b � �W� ��@?5���� �?=�$ α $&��=<�+$&��-��43��4 Zb���
�6	
�65*�(>R����=�$
3��]���?	�$���E�43

∫b

a
B s 	��� ]�\$,3W5��43���  L!� � �� %�N�%3��)3�� 	�*�)B�$d=��<�\3h!# ��$��)�$&-,	��Y-&�� %�Y5��� %����$&� § �&���

c E��B.��-,�����<�43� \$&�R	�$ 3��d��-&-,�&!���7��$�$&��-,��6@ $�-&�� %�

S =

∫ t2

t1

L B t, ���&H��v���

B<����B�$ L $&��$,3�� ��.�" ����.�*-��� %YB<$,3D�
���
	�$& ]�R� ^X$�3���� $&-&�&� ���&H���� � � ���&H��v������$���@�	
��$&��$ �?=�$

L = −αc

√
1 − � 2/c. ���&H��v/��

B<����B�$ �L$&� 3��"5*$,3���-,��B<��B B�$]3��"Z[�4�	&!# -&=.3��J$&� -&=�$&��	
�&!���b� _ �4E�(-��43�-&=.3��4 α � 	��� %$& \��� $,3A3h!#  %�6	�$
-&=[�4�<B�� c → ∞ >Y-&�� 2Z � E$& %��� -&���N$,3 -������2�<���R�$,3��4	
�65?���
	��

L → −αc + α � 2/2c, -&=<����B�� c → ∞. ���&H�� 8 �

�W3 Z<��� %$, 	R!$,� 2�����JB<$,3 3���B��7B�$,E$&-	���JB�$]$&�
	��N$&-&=<��-,�&!��� Z<=�$&B<$]��$, B�$&��Z��$&-,����B��JZ<=<$&� $&� =��[�
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-&�����
	����R	�$ �h3�����-&������	��4�?	�$&�����Y�436	�$,E���F� 3 � ����E��� ��������� �E�`^�$ $&�
	��2 ]����$,E�d>)-&�� \� L = m � 2/2

$&�" %$&- !���.��-��%-,3 !���
��-�� �jB����<B�$ m $&�A3��d \����� B�$�3�� Z[�4�	&!# -&=.3�� � � ��$��
� �*=�$ �?=�$ α = mc �

Tarea 3

7 z
8�� +	�� '�	� ��	 % ��%(�&�0���
p
��� ' �  #A+*��2�" � '�	��	
����*+� �&� % �+� �+�����+ *+��	� ��� 3���!��� ' ���
	
��� +� ��� ��	

-��+�/- � ��� ��')�
p = ∂L/∂v

6
7 z z
8 
A �&����*-. �" 

E
��� ' ��.#A+*��2�" � '�	� �&!��$� �"2�".#���*

E = p � v − L. ���&H��vH��
� +	�� '�	� !�' 3�+	���* �&� %(�+� ��� ���+�*+��	� ��� 3���!��� � %(')�&!���*+ ��')� � ')������ 	��32��	�� �����"2� ��� 	�
#A+*��2�" � '�	� �����&���"�  �+��*+�2#>�&!��� �&����*�. �"  �����&� �4' � 3�+	���* $&�Y�$,Zb����� ��� E = mc

2 6 � ��� '��&�$��*+
��	;3�+	���*4���C�&!��� �&����*-. �" �#A+*+ 32��	��)����������&!.# � ��')������!

� /c � 1 � 32��*�� � �+ ��')�4�&!����43�+	���*�+��*�*+�&!%# �����"� �+��� 	�,�&����*-. �" 4�����,��������+ ��� ' �� #A+*��2�" � '�	� 	
��� *+���&� %(�+� ��� ���+,���'&2*+��	� ��� 3 ��!��� 6
7 z zVz�8 � ')�&!���*+�� '��+#A+*+ � ')������4	� 32��	�� �����"2� �"� 	�.#A+*��2�" � '�	� 5	��+����  	� 32��	��)�������� ��� 	�,	 ' � #
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δS = −mcδ

∫b

a

B s = 0.

	 	
�636� � ����B��]3�� $&-�� ��� 8.���&M�����$���@<	
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δS = −mc
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a

B xiδ B xi

B s = −mc

∫b

a

ui B δxi = −mc





uiδxi

∣∣∣∣∣

b

a

+

∫b

a

δxi B ui

B s B s
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E�,>*$&-,	��������� Z[�4E�2Z[=��R	���� � 	l��� a > b �A>"-&�� \� δS = 0 �bB�$d�
�?=b!# ��$ �
� �*=<$
��=�$�3��2$&-&=<��-,�&!���(B<$� %� 5?�� %��$&�R	��]$&�
	 !�dB<��B<� Zb��

B ui/ B s = 0, � @���$&� ui = -&�����
	 . ���&H�� � �

_ �4E� B�$,	�$,E 2���<�4�3�� 5�� ����4-,�&!���7B�$X3��d��-&-,�&!���"-&�� \� 0K=<��-,�&!���"B�$C3�����-&�����B�$&�[�4B[�4� �<B�$ 	
$& %����$,3
Z[=��R	�� a � 	l�2>Y��$C5��4���$& \����$,3 Z[=��R	�� b �<^�$�$&�
	��  \����$,E�

δS = −mcδxi. ���&H��vT��

^�$  %$&- !���.��-��]�����R�$,3��4	
�65����
	�� � ���4@b$& %��� �?=�$ $,3 	
�$&� �? %�� \$&�R	��]$&�
	 !�2B[�4B<�%Zb�� ∂S/∂r >��?=<$
3��a$&��$,��.!# � �Q� �� 2�636	����.������� � $&�
	 !�aB<��B<�JZ �� −∂S/∂t � �W�  \$&-[!���.��-��+�$,3��4	
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	�� � B�$��<���� %���]$,3
����� � " %�� � % � � � � % �j�25*$&-,	���X$&��$,	�.!# �\ %�� \$&�R	�� �A-&�� %�

pi =
∂S

∂xi
. ���&H��vS��

� =��;-&�� 2Zb����$&�?	�$&��$&�
	 !���)B<��B<���;Zb�� pi = (E/c, p) = mcui � B<����B�$ p $&�A$,3 	
�$&� �? \�� %$&�?	�� �
�W5?��B�$&�?	�$& %$&�?	�$ pipi = mc

2 �
� � ��� � � " %�� � � � " � � gi ��$�B�$��[��$�-&�� %�

gi =
B pi

B s = mc
B ui

B s =
(
f � vγ/c

2, fγ/c

)
, ���&H����&M��

B<����B�$ f $&� $,3�	
E$&� �R5*$&-,	���;0K=�$, � ��> γ =
√

(1 − � 2/c
2) $&� $,3 �$� � � %�" , � � %�"
� � ��� B�$A3��XZ � �	&!# -&=�3��

$&�N %� 5?�� %��$&�R	�� �
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Caṕıtulo III

Electromagnetismo.

§16. Introducción
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E������ %�6	
��B������< %$&B.���4	��� %$&�?	�$��C	���B���$,3 $&�
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§17. Ecuación de movimiento en un campo electromagnético.

� =.Zb��� �R�� %��� ��=�$Y��$\	
��$&��$ =�� -��� 2Zb�N$,3�$&-,	
E�� \���*� !$,	
��-&� > �?=<$]=<�<� Z[�4�	&!# -&=.3��F-&��� -�� 	�R�
�hZ �����6	
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	 !�dB<��B��
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e

c
Aq B xq

}
, �����?��� �
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e
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e
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(
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∂v

)
=

∂L

∂r
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∂L

∂r
=

e
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grad (A � v ) − egradφ,

=
e

c
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e
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v ∧ curlA − egradφ.
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e
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A
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e
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e
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− gradφ. �����?� � �

�`3 	�$,�-&$, 	?!$,� %�����NB<$23�� $&-�� �����?�vG�� B�$,Zb$&��B<$%$� Z�3h!# -,�6	��4 \$&�R	�$(B�$d3��)5*$,3��?-,��B[�4B � � $&��	�$2	
�6Zb�NB<$
0K=�$, � � ��$�3�$ -&������-&$ -&�� \�20�=�$,	� �  ]���*� !$,	
��-��R� � � ���R	�$&�<�
��B<��BFB�$,3 � � � � % � ��.�� �� � *�� % 5*$&-,	�������43
B ��$�B�$��<�<$�-&�� %�

B = curlA. �����?�vT��
	 	
�636� � ����B��]3���� $&-&��� �����?� � ��� �����?�vT�� ��$���@�	
��$&�<$�3�� 0h�� %����� �$,3���-,�&!���7Z[�4E� 3��d$&-&=<��-,�&!���7B�$ � ���$&�R	��

B p
B t = eE +

e

c
v ∧ B. �����?�vS��

�W�Y %$&- !���.��-�� ��3����;$&-&=<��-,������$&� B�$X %� 5?�� %��$&�R	��%�����]���R5��4������R	�$&�X�4�?	�$X3���	
 �4�<�
0K��E \��-,�&!��� t →

−t � �W��B�$&-,�6��[�� @ �4��B.�6�$&-&-,������$&�CB�$,3D	
��$& 2Zb� �hZ[������B��d>Y0�=.	�=.�� � �����"$���=.�65��43�$&�?	�$&�&� 	 	
�636� �4�4�<B��
3���$&-�� �����?�vS�� $&� 0 !��-,�63 5*$, ��=�$�$&�
	���	��� @���!$&�Y$&� 5 !�436��B�� Z[�4E��$,3<-�������B�$,3 -��� 2Zb��$,3�$&-,	
��� ]� �*� !$,	
��-&� �
�W�"$,0�$&-,	�� �[�
� ��$��<��-&$&�)3�����-��� @<�����

t → −t, E → E, B → −B, �����?���&M��

$&�R	�����-&$&� =.	
�636� � ����B�� 3���$&-�� �����?�vS��;��$�5*$ ��=�$�3���$&-&=<��-,�&!���)B<$� \��5��� 2��$&�?	�� Z $,E \����$&-&$����R5��4����4@�3�$��
� ��� -��� @������X$&�)3���� -��� %Z ��� E > B $&�"3�� $&-�� �����?���&M�� -&����$&�
Zb����B�$&�(�

φ → φ, A → −A. �����?����� �

�W����	
E���DZ[�43�� @<E�����4=���Z �����6@�3�$  \��5��� 2��$&�?	���$&� $,3R-��� 2Zb�A$,3�$&-,	
��� \���*� !$,	
��-&� $�����
	�$ �
�R$,3R \��5��� 2��$&� �
	��d�$,5*$,��
�6@<3�$ �j-&��� t → −t � �
� 3��dB.�6E$&-&-,�&!���(B<$,3D-��� 2Zb�2 \���*� !$,	
��-&� B $&��-��� @�����B<�?�

_D��X��	
E� Z[�4�	�$��[�
� �<��-&$& %����$,3D-��� @����

Aq −→ Aq −
∂f

∂xq
, �����?���&���

$&�)3��d��-&-,�&!���7B<��B<� Zb���3��d$&-�� �����?��� � $&�R	�����-&$&�X3��d��-&-,�&!���7-��� @<���dB�$�3��d��� �*=.��$&�R	�$  \����$, �

S −→ S +
e

c

∫b

a

∂f

∂xk
B xk = S +

e

c

∫b

a

B f. �����?���&/��

e fhgQi1k m�n o;pq r tvu w�x y�z?t {Q|Ky~}6�
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�W3 !=.36	
�� \�"	?!$,� %�����NB<$23�� $&-�� �����?���&/�� ��$%Z<=�$&B�$\B�$&�
Z�E$&-,���  Zb�����$, =��<�YB��60K$,�$&�<-,��� 3�$����-,	�� � 3��
-&=[� 3 ����	
��$&��$X$,0�$&-,	���$&�23���� $&-&=<��-,������$&�AB�$� \��5��� 2��$&�?	�� �h3���5��4�����-,�&!���YB�$�=<�<��B.�60�$,�$&��-,���43 $�.��-,	��
$&����B !$&�R	
��-��� %$&�?	�$ � �*=<�43W� -&$,E�dZ<=�$&�A3�����$��	
E$& %��� a > b B<$C3�� -&=.�5�� B�$C���R	�$��� �4-,�&!���J��$C	��� \���
� 	l�����43 5��4����4�3��\��-&-,�&!��� �E� � �(��	
 �4�XZ[�43��4@�E�����b$,3W-��� @���� ��$&-	���Y$&�(3��2$&-�� �����?���&�������Y� 36	�$, �23����
$&-&=[�4-,�����<$&��B�$X %� 5?�� %��$&�R	�� � � $XB.��-&$�$&�R	����<-&$&� ��=�$C$,3 -��4 %Zb� $,3�$&-,	
��� ]���*� !$,	
��-&�]$&�;���?5�� ����4�?	�$ �
� " ��� '��$%�" � � ��*-%�� � ' , � � %�" � �?� 	 	
�636� � ����B��]3�� $&-�� �����?�v��� ��3��d$&-�� �����?���&��� 	��� \� 3�� 0���� ]�

A + gradφ −→ A, φ −
1

c

∂f

∂t
−→ φ. �����?��� 8 �

§18. Tensor electromagnético

^�$,��65*$& %���A� ����E�C3���$&-&=[�4-,�&!���YB�$� %� 5?�� %��$&�R	�� �j-&�� %��3���$&-�� �����?�vG�� Zb$,���$&�20���� ]��B<$ -&=<�4	
��
B��� %$&���
�����<$&�&� _ �4E�d$&�
	��2$&�� \����-&���?5*$&�.��$&�?	�$ 5��4����4CB.�6�$&-,	��� %$&�?	�$�3��%�4-&-,�&!���(B�$�3��2$&-�� �����?��� �

δS = δ

∫b

a

{
−mc B s −

e

c
Aq B xq

}
= 0. ���&T���� �

	 	
�636� � ����B��Y$,3 ��$&- ���%B<$ �?=<$�B s2 = B xk B xk ��$���@�	
��$&��$ B�$�$&�
	�� $&-&=<��-,�&!���

δS = −

∫b

a

{
mcuk δ B xk +

e

c
Aq B δxq +

e

c
δAk B xk

}
= 0,

B<����B�$ um = B xm/ B s $&�A3�� -&=<�4	
����R5*$,3���-,��B<��Bb�DPj�?	�$���E����B��%3���� B�����Z���� %$,E���;	R!$,E 2�������XB�$�$&�
	��
$&-&=[�4-,�&!���(Zb���Z[�4�	�$&����$���@�	
��$&�<$

∫b

a

{

mc
B uk

B s B s δ B xk +
e

c
B Aq B δxq −

e

c
δAk B xk

}

−
{(

mcuk +
e

c
Ak

)
δxk

}b

a
= 0. ���&T��v���

�W3���$��*=��<B��J	R!$,� 2���<�aB�$,3�3��4B<�F� � ��=.��$,�B��+B�$ 3��J$&-�� ���&T��v���\$&�2-&$,E�FZ<=�$&�23��75��4�����-,�&!���s��$Y363�$,5��
��-��4@b�F-&��� Z<=<�R	����2$� 	
�$& \��� a > b � 	l����� ^�$,@<��B��a� �?=<$ δAk = (∂Ak/∂xm) δxm > B Ak =

(∂Ak/∂xm) B xm $&�?	�����-&$&�X3�� $&-�� ���&T��v��� Z<=�$&B�$�$&��-,��6@��6���$ -&�� %�
∫b

a

{

mc
B uk

B s −
e

c

(
∂Ak

∂xm
−

∂Am

∂xk

)
uk

}

B s δxm = 0.

^X$,@���B<�\� 3��d�4�@��6	
E�4���$&B[�4B7B�$ δxm $&�"3�� 5��4�����-,�&!��� �b��$&-&$&���4����� \$&�R	�$ ��$���@�	
��$&�<$

e4fhgjilk m�n o;pqsrKtvu w�x y�zRtv{Q|Ky~}~�
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mc
B uk

B s =
e

c
Fkmum, ���&T��v/��

$&�]B<����B�$C$,3 � � � ' %�" ��# ��� � " % � ��.�� �� � *�� %\� � � � ' %�" , ��� ��" �
,
���"B�$�E��� �*� B��������R	
������ +!$,	
���-&� Fkl

$&�
	 !�dB�$��<�.��B<�2Zb��

Fik =
∂Ak

∂xi
−

∂Ai

∂xk
. ���&T�� 8 �

� � $&-&=<��-,�&!���7B�$� %� 5?�� %��$&�R	��]B�$�=<�<� Z[�4�	&!# -&=.3�� ��=�$ ��$� =�$,5*$�$&�)=<�"-��� 2Zb�d$,3�$&-,	
��� ]� �*� !$,	
��-&�
$&�
	 !�+B[�4B[�JZb��\3��+$&-�� ���&T��v/����;^���-	�<� B�$N��	
E�+ \�?B�� � 3��+$&-�� ���&T��v/��Y$&�]3��F$&-&=<��-,�&!��� B<$ � ��E$&�R	��
$&�F-&=<�4	
��)B.�� \$&���
������$&��� � =���-&�� 2Zb����$&�?	�$&��$&�
Z[��-,���43�$&� 363�$,5���� $���4-,	��� \$&�R	�$Y�]3��Y$&-�� �����?�vG��&� � �
-&�� 2Zb����$&�?	�$�	�$& 2Zb��E�43b�� 2Z<36��-�� �?=<$C3��� ��� !��� B�$�-��� @<���2B�$C3�� $&��$,��.!# �d-,��� !$,	
��-�� � E � ��� = γmc

2 �
�h� $��*3��X$&��$,��.!# ��-,��� !$,	
��-���-&���R	
��$&��$�3��X$&��$,��.!# ��$&� E$,Z ������ \��� 3��C$&��$,��.!# ��-,��� !$,	
��-�� B�$A=��<� Z[�4�	&!# -&=.3��
�?-,0O�<$&-�� ���&H��vH�� � -&���"�$&�
Zb$&-,	��\�43 	
��$& %Z �%$&�
	 !�2B<��B<� Zb�� †

B E � ���
B t = v �

B p
B t = eE � v . ���&T��vH��

	 	
�636� � ����B��Y3��%B�$��<�.��-,�&!���aB�$,3 	�$&�<�����$,3�$&-,	
��� \���*� !$,	
��-&�(B<��B<�dZb�� 3��%$&-�� ���&T�� 8 �C$&��0 !��-,�63W5*$,����<-��4
�?=�$

Fik =




0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −Bz By

−Ey Bz 0 −Bx

−Ez −By Bx 0




, Fik =




0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 −Bz By

Ey Bz 0 −Bx

Ez −By Bx 0




. ���&T��vG��

� ��� -����?	
��B<��B�$&�

FikFik = ���?5 εiklmFikFlm = ���R5 , ���&T�� � �

0K��� ]���J=��F$&��-��43��4�>7=��7Z<��$&=<B��?$&��-�� 3��4 �$&�
Zb$&-,	
�65��4 \$&�R	�$ ��=�$d�����J���?5��4������?	�$&�d�4�?	�$2	
 �4�<�
0K�� �
 \��-,������$&�]B�$ � ���$&�?	���� 	 	
�636� � ����B��+3��JB�$��<����-,�&!��� B�$,3�	�$&������]$,3�$&-,	
��� \���*� !$,	
��-&�L$&-�� ���&T�� 8 �2> 3��
B�$��<�.��-,�&!���7B�$,3D-��� %Z �%$,3�!$&-,	
���-&�Y>] ]� �*� !$,	
��-&� �b$&-&�&� �����?� � � � �����?�vT�����3���� $&-&�&� ���&T�� � � �� 2Z<36��-��4� ��=�$

† � � �!��&(���?�)"$��C�5� B ���I��� "��)��"$������&(�*�'�� &(�I";�!� 8 �����(�H��(�������I�)����+�?� �I"$�#�)"$��C�5� ��� � �)&(�$�A�(�)@��I%#: ,�����: �59�:

e fhgQi1k m�n o;pq r tvu w�x y�z?t {Q|Ky~}6�
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B2 − E2 = ���?5 , E � B = ���R5 . ���&T��vT��

E$&�
Zb$&-,	
�65��� %$&�?	�$��

§19. Ecuaciones del campo electromagnético

	 	
�636� � ����B��]3�� B�$��[�.��-,�&!���7B�$,3D	�$&�������B�$ ���4E��B<�&>"B<��B<� Zb���3�� $&-�� ���&T�� 8 ��$&� -,3��4�� �?=�$ †

εiklm ∂Flm

∂xk
= 0. ���&S��v���

� �4��-&=<�4	
��2$&-&=<��-,������$&� ��=�$��4Z[�4�$&-&$&�($&� 3��d$&-�� ���&S��v��� 0���� \��� $,3 Z���� %$, Z[�4 B�$�3���� $&-&=[�4-,�����<$&�
B<$ ')��� � $,363

divB = 0, ���&S��v/��

curlE +
1

c

∂B

∂t
= 0. ���&S�� 8 �

� �A$&-�� ���&S��v/�� -&����$&�
Zb����B<$ �;3���-&�� 2Zb����$&�?	�$ 	�$& %Zb��E�43?B�$ 3���$&-�� ���&S��v��� >�3���� 	
�$&�D-&�� %Z ���<$&�R	�$&�WB�$
3��2$&-�� ���&S�� 8 � -&����$&�
Zb����B�$&�7� 3�����-&�� %Zb����$&�R	�$&�X$&�
Z[��-,���43�$&��B�$�3��d$&-�� ���&S��v���&� � ����$&-&=<��-,������$&� ��=�$
B<$&��-,��6@b$&�Y$,3[-��� 2Zb��$,3�$&-,	
E�� \���*� !$,	
��-&�%��� �?=<$&B<���]B<$,	�$,� 2���<��B<��� Zb�� 3���$&-�� ���&S��v��� !=��.��-��� %$&�?	�$��
� �
	��Y��$ B�$,@b$ � ��=�$ 3��4��-&=<�4	
�� $&-&=<��-,������$&��B��60K$,�$&�<-,��� 3�$&� B�$ $&�
	��]$&-&=<��-,�&!���a�<�]�����J��= �<-,��$&�?	�$&�
Z �  � $&��-&���R	
 � X3���� ��$,��� �jB.� �R�� %��� E > B � -&�� %Zb����$&�R	�$&������B�$,Zb$&��B���$&�R	�$&��B�$,3D	�$&������ Fµν �

_ �4E�\$&��-&���?	
E�4�3�����B�$& !���X�$,3���-,������$&� ��=�$ �$,3���-,�����<���+�43W-��� 2Zb�\$&�C��$&-&$&�E� ���� -&�����
	
�=.�6�3��
��-&-,�&!���(	���	��43 S B�$,3 �
���
	�$& ]�R� �W�
	��2��-&-,�&!���(-&���R	
��$&��$ 	
�$&� 	R!$,� 2�������C��B.�6	
�65*���

S = S � + S ��� + S � . ���&S��vH��

S � -&���E$&�
Zb����B�$2�]3�� ��-&-,�&!���+B<$ 3��4��Z[�4�	&!# -&=.3����  \�4	�$,����43�$&��36�6@<�$&�&� _ �4E�Y$,3 -������)B<$d=��<�s!=��.��-��
Z � �	&!# -&=�3��)36�6@�E$%$&�
	��)��-&-,�&!��� $&�
	 !�)B[�4B[�]Z ���3�� $&-�� ���&H���� � � �W�a$,3 -��4���"B�$ ��=�$2��$d	�$&� �R���a5��4������

† � ���I"): ,���A: D59 B ���I���H���(";&(� F#� &(�*� "$� 8 �
∂Fik

∂xl
+

∂Fkl

∂xi
+

∂Fli

∂xk
= 0, ,���A: ��9

%A��H�����?� 8 �)��$&!�+�$� �?�+"$�#��� �*� B &(���*�����!����*�#�)� 8 �����(�5:
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Z[�4�	&!# -&=.3�����-�� 	�R�4B[�4� �[$&�?	�����-&$&�C$&�
	��d��-&-,�&!���($&��	�!�2B<��B<� Zb��

S � = −
∑

mc

∫

B s, ���&S��vG��

B�����B�$�3��2��=� ]� ��$�363�$,5��\�2-�� @b�%Z[�4E�d-���B<�d=��[�dB�$�3�����Z[�4�	&!# -&=.3����� \�4	�$,����43�$&�C$&�($,3 -��� 2Zb� � � �
�4-&-,�&!��� S ��� -&����$&�
Zb����B�$C��3�� ��-&-,�&!���)B�$,@���B[� ��3������?	�$,E��-&-,�&!���($&�R	
�$X3����;Z[�4�	&!# -&=.3����  ]�4	�$,����43�$&��>
$,3 -��4 %Zb� � � � $,3 -��4���dB�$�=��<� ����3�� Z[�4�	&!# -&=.3��d���?	�$,E��-&-,�����<����B��Y-&��� $,3 -��� 2Zb� $,3�$&-,	
��� ]� �*� !$,	
��-&�
$&�
	��\��-&-,�&!���+$&�
	 !�YB<��B<�2Zb���$,3W��$��*=���B<�Y	R!$,E 2����� B�$,3`3���B�� B�$,E$&-	��� B�$ 3��]$&-�� �����?��� ��� � �($,3 -������
B�$�=��<� -&��3�$&-&-,�&!���FB<$�Z[�4�	&!# -&=.3�����$&�
	��d��-&-,�&!���7$&�
	 !�dB<��B<� Zb��

S ��� = −
∑ e

c

∫

Ak B xk. ���&S�� � �

�W�7$&�
	�� !=�36	
�� \�]��=� ]��� $,3W-&=<�4	
����R5*$&-,	��� Ak $&�
	 !�]$,5��43�=<��B�� 	
=��
	��� \$&�R	�$d$&�(3��%Z ������-,�&!���FB�����B�$
��$�$&��-&=�$&�?	
E� 3��dZ[�4�	&!# -&=.3��%$&�"-&=�$&�
	
�&!���7$&�"$,3D$&��Z[��-,�����R	
��$& 2Zb� �

� ���<�43� %$&�?	�$Y3��N��-&-,�&!��� S � $&� 3��N��-&-,�&!��� ��=�$]B�$,Zb$&��B�$s!=��.��-��� %$&�?	�$ B�$\3��4� Z�E��Z���$&B<��B�$&�2B�$,3
-��4 %Zb� �;����� �� 2Zb���	��4Y3��4�)Z[�4�	&!# -&=.3���� ��=�$7��$7$&��-&=�$&�?	
�$&� $&�s$,3� %���� %� � �W�s��	
E���YZ[�43��4@�E�����
$&�
	��J$&�\3��a��-&-,�&!��� �?=<$"-&����$&��Z ���<B�$N�43C-��4 %Zb�F 2���� \�F$&� �4=<��$&��-,���+B�$)-��4��R���&�A� ���
	��a� ���� �
�<�4@ !# �4 \���A=.	
�636� � ��B�� !=��.��-��� \$&�R	�$C3�� �4-&-,�&!��� B<$�3���$&-�� �����?��� � �?$&� B�$&-,�6 � S � +S ��� ����3��� \$&�R	�$����W�
	��
>R� ��=�$ !=<�.��-��� %$&�?	�$ �<�4@ !# �4 \����$&�
	���B��]���R	�$,E$&����B�����$&�7$&��-&���R	
 � �$&-&=[�4-,�����<$&� �?=<$ B�$&��-,��6@���$,E���
$,3D %� 5?�� %��$&�R	��YB�$�Z � �	&!# -&=�3��4�� ]�4	�$,����43�$&��$&�"���R	�$,E��-&-,�&!���J-&���N$,3 -��� 2Zb� �

� �Y0���� \�] ]� 	�$& L!� 	
��-��NB�$d3��N��-&-,�&!��� S � Z<=�$&B�$\-��43�-&=.3��4���$Y=.	
�636� � ����B��7$,3 �$&��=.36	���B��N$��Zb$,����
 %$&�?	�� 3 B<$ �?=�$X3�����-��� %Z ���A$,3�$&-,	
E�� \���*� !$,	
��-&�������4	
���
0h�4-&$&�N$,3 � "�* � ��* � *-% , �+' � � � " � %�' *���* �%��
� �
$,3
-��4 %Zb�7	���	�� 3XZ����B�=�-,��B<�JZb��%=��L-&����	
=��?	��+B<$)-��4��R���%$&�d� �*=<�43��(3��7��=� ]�"5*$&-,	������� 3�B�$"-��4B[�
=���� B�$ 3����A-��� %Z ��� Z�E�?B�=<-,��B���� Z ��A-���B<��Z[�4�	&!# -&=.3���� � �W��	�� ��� �*�.���<-�� �?=<$��
�b=��<� $&��-&=<$&�R	
E� B����
����3�=�-,������$&� Fkl > F ′

kl �43<-��� 2Zb�C$,3�$&-,	
��� ]� �*� !$,	
��-&� ��$&�?	�����-&$&� 3��X��=� \� Fkl+F ′
kl 	��� @���!$&�\��$,.!�C=<�<�

����3�=�-,�&!���b� �W�
	��d�
� �*�.���[-�� �?=�$C3����A$&-&=<��-,������$&� ��=�$�B�$&��-,��6@b$&�"�43 -��� 2Zb� $,3�$&-,	
��� ]� �*� !$,	
��-&� B<$,@ $&�
��$,A$&-&=<��-,������$&� B.�60�$,�$&��-,���43�$&� 36����$��43�$&�&�[^X$C$&�
	��� ]�4�<$,E� � $,3 ���?	�$���E����B��dB�$X3�� ��-&-,�&!��� S � B�$,@b$���$,
=��<��0�=���-,�&!���Y-&=<��B..!�4	
��-�� �j$����R5��4������R	�$ �A$&�\3����;-��� 2Zb���&� ^X$ $&�
	��  \����$,E� � � 3 	��� \�4 3���5��4�����-,�&!���
δS � ��$]	�$&��B..!� �?=<$]$,3���EB�$&� B�$]3��"-&=<��B..!�4	
��-��a��$%E$&B�=�-,�6.!�(Z[�4E�N-&���R5*$,�	
�6���$)$&� =��[�)0�=���-,�&!���
36����$��43h� ^X$,@���B��%� ��=�$�$,3bZb��	�$&��-,���43 Ak �<�d$&�
	 !� B�$,	�$,� 2���[�4B<�dB�$C \����$,E� !=��.��-�� �j-,01��$&-�� �����?��� 8 � � �
$&�R	�����-&$&�C$&�
	�$� 2���� \� �<�dZ<=�$&B�$ � Z � E$&-&$,�B�$&�?	
��%B<$C3�� ���R	�$��� � 3`B�$ S � � � �L!=��.��-��d-����?	
��B<��B �?=�$
B�$,@b$��4Z[�4�$&-&$,�$&��$,3D$&��-��43��4 FikFik

† �<^�$�$&�
	��  \����$,E� ��$���@�	
��$&��$ �?=�$
† ���� %���I��� �(�����!�5�����$� B ����(��& �*� εiklmFikFlm B �A��&IC� ����(�������I��&(�*� "$� 8 �0����"$�#�)��&�C���(��"��=F����("��)����: � � B &(��F#��� 8 �
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S � = −
1

16πc

∫

FikFik B Ω. ���&S��vS��

�W3 �
� �*���  %$&�<����B�$ $&�
	��]$&-&=<��-,�&!���+��$ B�$,@b$d�43 ��$&-	�<�)B�$ �?=<$ FikFik = 2
(
B2 − E2

)
� �`3 -��� %Z �

$,3E!$&-,	
���-&� E -&���R	
��$&�<$ 3��%B�$,��65���B<� −∂A/∂t �j-,0O� $&-�� �����?� � � �E� _ ���3��%	����?	�� � =����]B�$ 3�����	?!$,� %�������
B<$,3 Z�E�?B�=<-,	�� FikFik ��$,.!�d� �*=<�43 � −∂A/∂t 3��\-&=[� 3`���\$&� Zb���
�6@�3�$ Z<=�$&��	�� ��=�$ �
� A 	
��$&�<$ -��� �
@<�����X��= �<-,��$&�?	�$& %$&�?	�$��� �4�<B�$&�C$&�)Zb$,�����B�����B<$�	
��$& 2Zb�]��= �<-,��$&�?	�$& %$&�?	�$ Zb$��?=�$��<���X$&�?	�����-&$&��$&�
����$& 2Z��$CZb���
�6@<3�$ �<��-&$,�� S � =��[� -��4�?	
��B<��B(��$��R�4	
�65�� ��E����B�$��[^X$�$&�
	��  ]�4�<$,E� S � ���2�43�-������ �4�!# �
=<�J )!# �.�� %�"$&�F$,3W���R	�$,�5��43��(B�$ 	
��$& 2Zb� ��=�$d��$ $&�
	 !�Y	��� \����B<� $&�F-&=�$&�?	��R� �`3 5�� 3��� B�$ 1/16πc

$&�)3�� $&-�� ���&S��vS�� B<$,Z $&�<B�$�B�$�3�����=�����B<��B�$&� ��=�$���$�=.	
�636��-&$&�b� �W�"$&�
	�$�-������%��$�$&�
	 !� ��=.Zb���.��$&�<B��%$,3
' * ' � ��� � �+����' ' *-��� %]B�$�=��.��B[�4B<$&� �j-��*� �AZ[�4E� $,3 -��� %Z �d$,3�$&-,	
E�� \���*� !$,	
��-&� � ��� ���
	�$ 	��� @<��!$&�7$,3
�����
	�$& \� B�$ ( � � ��* ' *-, � $&�"B�����B�$�3��2-&�����
	����R	�$ B�$�Z�E��Z ��E-,�����<�436��B<��BJ$&�R	
�$ S � >]3�� ���R	�$���E�43WB�$,3
3���B��dB<$,�$&-	���%B�$X3�� $&-�� ���&S��vS���$&�
	 !� B<��B�� Zb�� −1/4 ���W�
	�$C�
����	�$& \� $&�A =.>s!=.	
�63DZ<=�$&�;0h�4-,	���E$&��B�$
4π ��� �4Z[�4�$&-&$&�+$&�73��4��$&-&=<��-,������$&� B�$ -��4 %Zb� �Q�]-&���
	��]B�$ ��=�$d=��70h��-,	����B�$ π �4Z[�4�$&-&$d$&�J3��
3�$,>)B<$ 9;��=.3��� @N$,3�$&-,	
E���
	 !� 	
��-�� �E�

^�$;3��C$&-�� ���&S��vG�� ��3��X$&-�� ���&S�� � �W> 3��C$&-�� ���&S��vS��W��$A�
� �*=�$ ��=�$;3�����-&-,�&!���%	���	��43 ��$&-�� ���&S��vH�� $&�
	 !�CB<��B<�
Zb��

S = −
∑∫

mc B s −
∑∫

e

c
Ak B xk −

1

16πc

∫

FikFik B Ω. ���&S����&M��

_ �4E�%$,3 -������\B�$�$&�
	��\��-&-,�&!���(B<$��.��� �*=<�<�2 ]�4�<$,E�d��$ ��=.Zb����$ ��=�$�3��4�X-��4��R���C�����"Zb$���=�$��<���
�h�h� $�������������-��4��R��� B<$WZ��=�$,@ � �b-&�� %����$ �.� �������?	�$&�DZ �  �;$&��-&���R	
 �  3���� $&-&=[�4-,�����<$&�WB�$  %� 5?�� %��$&� �
	�� � �W�]��	
E��� Z[�43��4@�E��� Ak > Fkl ��$A�$��<$,E$&�]�43[-��� %Z � $,3�$&-,	
��� \���*� !$,	
��-&�\$��	�$,��<�  ]�4� $,3 -��� %Z �
Z<��?B<=�-,��B��CZb��`3��4�`Z � �	&!# -&=�3��4� ��=�$;��$;$&��-&=�$&�?	
E���d���?	�$,E��-&-,�����<����B�� $&�d$,3� 2���� \� ��_ �� $&�
	���E� �b!���
3����W-��� %Z ��� Ak > Fkm ����� 0�=���-,������$&� ��=�$;B�$,Zb$&��B�$&�dB<$ 3�� Zb���
��-,�&!��� �R$,3.	
��$& %Zb��> 3����`5*$,3��?-,��B<��B�$&�

��� %���� ��� �!�+"$�)���(�?��5� ��� �� B �*���#�������("����?� & � B �)&���� �!�����(� ��+�$� ���#��"������(�?��5� %����'���$F�� � B ��&(�I";�$&=F#�)12� ���G�*� 	5���
�����(�
	�&!�)�G�� S n :�� �*&!� 8 �)��$&!�����/��$&(��� �$� ��(�������I���#������ ��I"���� ��0%A�� �$� �(� B �*�$�#����$�("��)����& B ���I���0���("!&(��F���&(�*�0"$� 8 �

ε
iklm

FikFlm = 4
∂

∂xi

„

ε
iklm

Ak
∂Am

∂xl

«

. ,���A: J59

� ��*��� �(� �(��� &=��� �(�H�$� ���������(�
	)&!���#�� B ��&!� S n �*���)F��(�������, 8 �I����)���(� �����(�$�)&(� 8 �H�����?� �� /��$&�	5�$�#"$��� 9 �?� �����(�
	�&!�)�#�������
%A��=��� ��C���������*&(�0����� B � &�C�����(���*��� ��� �����?�)����� �?� ���$&(�I"��#����6�?� �I"�:�,�����: J 9E�$�+���=>?&(�)�A�(�;&!� ��� �(�A���������� B �5"$�����5�(��� 8�B �:
� �6���"$��&I@)����� �����(�
	)&!����*��F�&(���?� ��� B �$&(�*� B �$& ��"$������ �*&(���6��� 8 �$���*���5���$�=%����=��� >?&(�5���(�$&!�0�� �(�A��H�$���� B �5"$�����5�(��� 8�B �:
� ��/5�)���)& ���0��� �!�����A�(� 	)&!�)���$� �$/��?�������(� 8 �����(�'";�$&(�@ B ���� ���5� "�� 8�B �5�', �$� ��� �(�'"��)�*� �����I";�*&(� 8 � 	5�=C�$�(��"$�5�!9 �*�'���A�����)�
��� �����#����(��:
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B�$�3���� -��4��R���&�
�W���*$&�<$,E�43 � 3���� -��4��R��� ����������Z[=��R	�=[� 3�$&� ���
���<� �?=<$ ��$ $&��-&=<$&�R	
E��� B.���
	
��6@[=.��B<���`$&��5*��34!=� %$&�<$&�

$&� $,3 $&��Z[��-,��� �[_D���$ 	
$& 2Z<3�� �.3���-��4��R� 	���	��43 -&���R	�$&����B<�d$&� =��]5*��3�=� \$&� � $&� � �*=<�43 ��3������?	�$���E�43
∫

ρ B � � $&�YB�����B�$X3�� , � � ' *-,
�
, , � � ��" .
� ρ ��$XB�$��<��$X-&�� %� 3�� -��4�?	
��B<��B)B�$C-��4��R����� �<�.�6	�$&���� \�43
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	��dB�$&�<�
��B<��B"$&� � �*=<�43`�

ρ =
∑

q

eqδ (r − rq) , ���&S������ �

$&�(B<����B�$ δ $&�X3��%0K=��<-,�&!���F^�$,36	��]B�$ ^��6E��- $&�N	
E$&�XB��� %$&���
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ρ B � $&� =�� ���?5��4������?	�$"B�$ � ���$&�?	�� �Q�"Z $&�E� 2B<$ ��=�$ ρ ���N$&�d=<�+���?5�� ����4�?	�$ �E�A^�$,@<��B��F� ��=�$
B e B xi = ρ B � B t( B xi/ B t) $&� =�� -&=<�4	
����R5*$&-,	��� �hZ<=<$&� $,3 3���B��"� ���?=.��$,EB��7B�$%$&�
	��"$&-&=<��-,�&!��� 3��
$&� � �<$&�?	�����-&$&�C-&�� %�2B � B t $&� =��)$&��-�� 3��4 �j-,01�<$&-�� ��� 8.�v��/���$&�R	�����-&$&��3��d-����?	
��B<��B

jk = ρ
B xk

B t , ���&S����&���

�$&��=.36	�����$, =��%-&=[� 	
E��5*$&-,	����� � ��� -&=<�4	
�� -��4�?	
��B<��B�$&� jk ��$AB<$&���� 2���<���]-&�� %��$,3 ��� � � " %�� � ��� � %�"
, � � %�"�"�* � � � � � � ��" .
�?� � =<�]-&�� %Zb����$&�R	�$&�"$&�
Z[��-,���43�$&�"0���� \���s=�� 	
E$&� �R5*$&-,	���NB�$&�<�� 2���<��B��L$,3
� ��� � %�" , � , � � ' *-,
�
, , � � %�"�"�* � � � �

j = ρv . ���&S����&/��
	 	
�636� � ����B��Y$,3 �<$&-	���\B�$ ��=�$�3��d-��4��R� 	���	��43 e $&�
	 !�dB<��B<� Zb��

e =

∫

ρ B �
, ���&S���� 8 �

3��d$&-�� ���&S����&M�� Z<=�$&B�$�$&��-,��6@��6���$ -&�� %�

S = −
∑∫

mc B s −
1

c2

∫

Akjk B xk −
1

16πc

∫

FikFik B Ω. ���&S����&H��

�W�
	��C$&�`3�����-&-,�&!���%	���	��43[@<=���-���B<�?�?_ �4E�C$&��-&���?	
E�4 3���� $&-&=<��-,������$&�;B�$A-��� 2Zb� � �l3���� $&-&=[�4-,�����<$&� B<$
 %��5��� 2��$&�?	�� Z[�4E��$,3 -��� 2Zb� Fkl � � B<$,@ $& \��� 5��4����4;3�����-&-,�&!��� δS $�� �*=<�43��4�3�� ��-&$,�� � B�$C��-&=�$,�B��
-&��� $,3?Z������-,�6Z����CB�$  )!# �.�� \����-&-,�&!���b� �W�
	�� ��$ �<��-&$  \$&B.�����R	�$ 3��A��=�Z ������-,�&!��� B<$ ��=�$ ��	)%(�23 ��%����&�0���
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�"� 	�+!,�++*-. �!1�&!��$�������� >Y��$X5��  !# �%����3��� %$&�?	�$�$,3 Zb��	�$&��-,���43h� 9;=<����B�� ��=�$,�!# �� %���X$&��-&���?	
E�4 3����
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	��4@[� B<��B�� >25��4����� %���N!=��.��-��� \$&�R	�$�3���	
E�,>*$&-,	�������2B�$�3���Z � �	&!# -&=�3��R�b_ ���$&�
	��� ��� !���\3��
5��4�����-,�&!��� δS � = 0 ����B�$& !�����<B�$,@<��B��%� �?=<$ jp $&�
	 !� �$,3���-,�����<��B��]-&��� 3���� -&�����B�$&�[�4B[�4��-&�� %� 3��
 =�$&��	
E��3���$&-�� ���&S����&���;$&�R	����<-&$&����=\5��4�����-,�&!���"$&� ��B !$&�?	
��-��4 \$&�R	�$ � �*=<�43D��-&$,�� ��^X$�	��43 0���� \� ��=�$
3��d5��4�����-,�&!���7B�$�3�� $&-�� ���&S����&G���$&�
	 !�2B[�4B[� Z ��

δS = 0 = −

∫
1

c

{
1

c
jpδAp +

1

8π
FpmδFpm

}

B Ω. ���&S����&G��

Tarea 4

7 z/8 , ' !���� ��' � � 	���+��6 ���&T�� 8 � �&�(	���+��6 ���&S����&G�� � %(')�&!���*+���')�

δS = 0 = −

∫
1

c

{
1

c
jiδAi −

1

4π
Fik ∂

∂xk
δAi

}

B Ω. ���&S������ �

7 zVz/8 �����
	
����1��	����+��*+�&%(���� ,��������&! # 5*� ��	�!5�-.$' �����E%����&% ��*�������	)	�����1����*+�+�1-����"�A	���+��6 ���&S������ �
� %(')�&!���*� ��')� # �+��% ��	�����$���&�"!-��������"��	E�+�%$# �(��	��+����*+��%(5.��C��������+� !5� ���'�	� �&� ��� � � � ����&�$�������+�&!

∫ {
1

c
jp +

1

4π

∂Fpk

∂xk

}

δAp B Ω = 0. ���&S����&T��

^�$,@<��B��(���?=�$%3���� 5��4�����-,������$&�2B�$ δAk ��$2363�$,5����L��-�� @b�(B�$20���� ]�]�4�@<�6	
E�4���� �`$&�?	�����-&$&�d$,3
���?	�$���E����B��]B�$�3��2$&-�� ���&S����&T�� $&� ��$&-&$&���4����� %$&�?	�$ � �*=<�43 � -&$,��

∂Fmk

∂xk
= −

4π

c
jm. ���&S����&S��

�W�
	��N$&� 3��)�$,3���-,�&!���L@<=<��-���B<� ��=�$ 	l=<�R	��7-&��� 3��)$&-�� ���&T�� 8 �d-&�����
	
�6	�=.>*$&� 3��4�d$&-&=[�4-,�����<$&�%B�$,3
-��� %Z �N$,3�$&-,	
��� \���*� !$,	
��-&� � � ����� ��*-%�� � ' , � � ����� ��# # �E� � �"-&�� 2Zb����$&�?	�$\	�$& %Zb��E�43 >J3���� 	
�$&�
-&�� %Zb����$&�R	�$&�X$&�
Z[��-,���43�$&��B�$C3��d$&-�� ���&S����&S�� Z<=<$&B�$&�"$&��-,��6@��6���$��$&�
Zb$&-,	
�65��� \$&�R	�$ -&�� %�

e4fhgjilk m�n o;pqsrKtvu w�x y�zRtv{Q|Ky~}~�
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B.�65 E = 4πρ, ���&S��v��M��

curlB −
1

c

∂E

∂t
=

4π

c
j. ���&S��v�.� �

�W�
	�����B����J!=.36	
�� \����$&-&=<��-,������$&� 	l=��?	�� -&���(3�����$&-&�&� ���&S��v/���� ���&S�� 8 �X-&���<�
	
�6	�=.>*$&�+3��4�X>R�\@���$&�7-&�������
-,��B<����$&-&=<��-,������$&�CB�$ ')��� �;$,363`Z[�4E� $,3D-��� 2Zb�2$,3�$&-,	
E�� \���*� !$,	
��-&� �

e fhgQi1k m�n o;pq r tvu w�x y�z?t {Q|Ky~}6�
< � tvu w�x y���� �v� uvy �v� ��� � {h��� � �4� >



Caṕıtulo IV

Hidrodinámica Relativista

§20. Tensor de enerǵıa–momento

9;�����
��B�$,E$& %��� =<�"�
���
	�$& ]� 	��43 ��=�$���= � � ��* �%�� S $&�
	�$�B<��B<� Zb��

S =

∫

Λ

(
q,

∂q

∂xi

)
B V B t =

1

c

∫

Λ B Ω, �Q��M���� �

B<����B�$ Λ $&��=<�<�20�=���-,�&!���aB�$ 3��4��-����?	
��B<��B�$&� q ��=�$ B�$&��-,��6@ $&�J$,3 $&��	��4B<� B�$,3 �
���
	�$& ]�2>(B�$ ��=��
B<$,��65���B<����-&���7E$&�
Zb$&-,	��Y�%3�����-&�?��EB�$&�<��B<����B�$,3 -&=<�4	
����?$&�
Z �4-,��� ∂q/∂xk � � �?=b!# $&��	��4 \����$&��-,����
@<��$&��B��X�
��� Z !$,�B.��B<��B�$ �*$&�<$,E�436��B<��B !=��.��-��� %$&�?	�$;=��<�A����3�� -����?	
��B<��B �<� � ��� �$&��=.36	���B����W��@�	�$&����B����
 ]���D�4@[��	l��������0 !��-,�63� \$&�R	�$ �*$&��$,E�436� � ��B����`Z �  � =<���
���
	�$& ]�;$&��$,3?-&=[� 3 Λ

(
q(1), q(2) . . . ∂q(1)/∂xi, ∂q(2)/∂xi . . .

)
�

9A�� %� ���4@ $& \������	��?B<� ��-&-,�&!���)B�$,@b$X	�$&��$,;3�� 0K��� ]� S =
∫

L B t ��B����<B�$ L $&�;$,3H� ��.�" ����.�*-��� %%B�$,3
�����
	�$& \�?�`9A���+$&�
	��">J3�� $&-�� �Q��M���� � ��$2��@<	
��$&��$ �?=�$ ∫

Λ B V = L � �W� ��	
E����Z[�43��4@�E����� Λ $&� =��<�
, � � ' *-,
�
, � ��.�" ����.�*-��� �?�<^X$�3��d 2���� \�  \����$,E� ��=�$���$ �<��-&$�$&�" \$&- !�4����-����b$,3 �<$&-	���]B�$ ��=�$�$,3
�����
	�$& \� ��$�� -&$,�E��B��d�� 2Z<36��-�� ��=�$ Λ ���2B<$,Z $&�<B�$�$� Z�3h!# -,�6	��4 \$&�R	�$%B�$�3���� -&�����B�$&�<��B<��� xk �

� ��� $&-&=<��-,������$&�AB<$ -��� 2Zb�������]��@�	�$&�.��B[�4�; \$&B.�����R	�$X$,3 � "�* � ��* � *-% , � � �� � *�� � � � ��* �%��  %$ �
B����4�?	�$ $,3 -&=<�43 3��d5�� ����4-,�&!���JB<$�3��%��-&-,�&!��� δS 	
��$&��$ �?=<$ �43�-������ �4�=��" "!# ���� %�2Z �  � 	
E�,>*$&-,	���������
��= �<-,��$&�?	�$& %$&�?	�$\Zb$���=�$��<���&� ')�4	�$& !�4	
��-��� %$&�?	�$)$&�
	��"Z<=�$&B�$\$&��-,��6@��6���$\-&�� \� δS = 0 �`^X$2$&�
	��
 ]����$,E� ��5�� ����4�<B��23��2��-&-,�&!���($&�)3��d$&-�� �Q��M���� ��> $&��-,��6@���$&�<B�� ∂q/∂xk = q,k ��@�	�$&��$& \���



98 IV HIDRODINÁMICA RELATIVISTA

δS =
1

c

∫

B Ω
{

∂Λ

∂q
δq +

∂Λ

∂q,i
δq,i

}

=
1

c

∫

B Ω
{

∂Λ

∂q
δq +

∂

∂xi

[
δq

∂Λ

∂q, i

]
− δq

∂

∂xi

∂Λ

∂q,i

}

= 0.

�Q��M��v���
� �d��$��*=��<B<� ���?	�$���E�43 B�$,3D3���B��]B�$,�$&- ���\��$�-�����-&$,3��] %$&B.�����?	�$ $,3 =����%B<$,3D	�$&���$& ]�dB�$ � 	�� � $&�X$&�
	��?B��%$,3 $&�
Z[��-,��� � ^�$,3 �$&�
	��2B<$�3�� � �*=<�43�B<��B7��$��
� �*=�$ �?=<$

∂

∂xi

∂Λ

∂q,i
−

∂Λ

∂q
= 0. �Q��M��v/��

9A�43�-&=.3�$& %���C� ����E� ∂Λ/∂xi =.	
�636� �4�4�<B��]3�� �$���3��dB�$�3�� -���B�$&�[� >Y3�� �$,3���-,�&!���J�4�?	�$,�����

∂Λ

∂xi
=

∂Λ

∂q

∂q

∂xi
+

∂Λ

∂q,k

∂q,k

∂xi

= q,i
∂Λ

∂q,k
+

∂Λ

∂q,k

∂q,i

∂xk
.

�Q��M�� 8 �

^�$�$&�
	��  \����$,E� �<���DB�$��<�.�� \���

T k
i =

∂Λ

∂q,k
q,i −Λδk

i . �Q��M��vH��

$&�R	�����-&$&� †

∂Tk
i

∂xk
= 0. �Q��M��vG��

� ��$&-�� �Q��M��vG�� $&� $,3b$��?=��65��43�$&�?	�$ ��=��[��$&-&=<��-,�&!���)B�$X %� 5?�� %��$&�R	�� � �W�]$,3 -��4��� B<$ $&�
	��4AB�$&��-,����
@���$&��B��2=<� -��4 %Zb� ��$&�
	��  2���� ]������� B<� 3��4� $&-&=<��-,������$&� ��=�$�B<$&��-,��6@b$&�"�43 -��� 2Zb�d-&�� %� 0�=���-,�&!���
B�$�3���� -&�����B�$&�<��B<��� xi �

Pj�?	�$����$& %��� ���<��E��3���$&-�� �Q��M��vG��W����@��$;$,3 5*��3�=� %$&� Ω B�$,3�-&=<�4	
����?$&�
Z �4-,��� �?=<$A$&� $&�<-�� Z[��=.3���B<�
Z �� 3����.�6Zb$,���=.Zb$, �<-,��$ S

† � � �� B �A"$�H����FG�)&(���5�*� 8 �5� �*&!� &=%��� �����(�$���*�)& T ik = Tki @5�$� ��I"$� &I@)��� �����(����*�)&6�*� 8 C�$�*&(��"$�: � �0��� 8 �)� �*&!�5"$��C�5�
�*&!�)���"$���5�#���E�*�'F#�)�(�����D%���H��� �(����*�)& T ik ���-�$� ��C� �� �������� ��� 8 �)���;&!� C����?"��A@ B �������*� ���$� �(�'�(�����*��&'�*�H��� �*� 8 �
��� "������(�?��5� ∂Ωikl/∂xl @ ���5���� Ωikl = −Ωilk ���	�I";�#�5";�IC�)� ��� 8 �I/� 8 �������(�@ �I"�:�, D 4 : � 9��!� 8 F#�;C��� �*� �(� �(��� > �5"$�):� ���*����!��%���������"$�5�����"$�IC�)� �#���(��&!�)� B ��&!�H%��������#�(����*�)& T ik %���I�� ��$�(�;& 8 �����5���+��� 8 �)���;&!� C������"��H���="$�#���#�� ��� �(�
�(�$���*�)& �����*� 8 C�$�*&(��"$�:

e fhgQi1k m�n o;pq r tvu w�x y�z?t {Q|Ky~}6�
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∫
∂Tk

i

∂xk
B Ω = 	

∫

Tk
i B Sk = 0. �Q��M�� � �

�W��-&�
	��4 \���X3�� �.�6Zb$,���=.Zb$, �<-,��$ S B�$�	��43W \����$, � �?=<$ -&���?	�$&� �R�\	��?B[�4��3����X	
�$&��B��� %$&���
�����<$&�
$&��Z[��-,��� 3�$&�;	��43 -&�� %����$A =�$&��	
E�C$&�23�� � �.� �QPhU���� �E� �W�%��	
 �4� Z[�43��4@�E������3����.�6Zb$,���=.Zb$, �<-,��$ S $&�W	��43
��=�$ ��$ $&��-&=�$&�?	
E�]���B�$���B<�%Zb��X3�����Z�3�������� x0 = const(A) > x0 = const(B) � ^X$ $&�
	��] \����$, �
3��d���R	�$���E�43`B�$,3D3���B��\B�$,�$&- ���%B�$C3��2$&-�� �Q��M�� � � ��$C�$&B�=�-&$��






∫

x(A) 0

+

∫

x(B) 0





Tk

i B Sk = 0,

Zb$,��d-&�� \�2B S(A)
k = − B S(B)

k ≡ B Sk �<$&�?	�����-&$&�X$,3D5*$&-,	���

Pi ≡ ζ

∫

Tk
i B Sk = -&���<�
	 , �Q��M��vT��

����@��$A-&=<�43 ��=.��$, ���6Z $,E��=.Zb$, �<-,��$ x0 = -&�����
	�� �W�%��	
E���WZ[�43��4@�E�����R$,3�5*$&-,	��� Pi $&�W=��<�X-����?	
��B<��B
-&���<��$,�5��4B[�R�

� �4	�=.E�43� %$&�?	�$��;$&�L=��L�
����	�$& \�7-&$,�E��B��a$,3 -&=<�4	
����R5*$&-,	������=�$ ��$)-&������$,�5��7$&�%$,3 -&=<�4	
����
 \�� %$&�?	�� � ^X$ $&�
	��d \����$, ��� Pi 3��\��B�$&�?	
���<-��� %����-&���7$,3 -&=[� 	
E���? %�� %$&�?	�� �b� ���� � @���$&� � -&�� %�
P0 = ζ

∫
T0k B Sk = ζ

∫
T00 B V > >R� ��=�$ T00 = T00 = �q∂Λ/∂ �q − Λ -&��� �q ≡ ∂q/∂t ��Zb��B�$& %���

��B<$&�R	
���<-��47� T00 -&��� 3�� $&��$,��.!# � B�$,3������
	�$& \� �;>R� �?=�$J-&=[�4�<B�� $&�
	�� !=.36	
�� \� $&� -&������$,�5���B<� �
�E� @b$& \��� �?=�$Y$,3����� 2�636	����.������� H $&�2� �*=<�43��)3��($&��$,	�.!# �FB�$,3��
���
	�$& ]� E >+	
��$&��$)=�� 5��43���\B�$
H = E = p �q − L = �q∂L/∂ �q − L � �W��	��L!=.36	
�� \� E$,3��4-,�&!���7$&����$& %$ 	����R	�$ � 3 5��43���CB�$ T 00 �<^X$�$&�
	��
 ]����$,E� E ∝

∫
T00 B V � ^X$,@���B<�N�Y$&�
	��YE$,3��4-,�&!��� >F-&�� \� 3��Y-&�� 2Zb����$&�?	�$\$&��Z[��-,��� 3AB�$,3 -&=<�4	
����

 \�� %$&�?	��d$&� E/c ��$&�A$,5?��B<$&�R	�$ �?=<$�3�� -&�����
	����R	�$ B�$CZ����Zb���-,�����[� 36��B[�4BJ$&� 1/c �<^X$�$&�
	��  ]����$,E�

Pi =
1

c

∫

T ik B Sk. �Q��M��vS��

9;=<����B��d��$C	��� ]� 3����.�6Zb$,���=.Zb$, �<-,��$ x0 = -&�����
	 �.3�� $&-�� �Q��M��vS����� 2Z�36��-�� �?=�$ Pi =
∫

T i0 B V/c �
^X$2$&��	��) \����$, ��� P0 �$,Z��$&��$&�R	��Y3��"$&��$,��.!# �NB�$,3 �
����	�$& \� B.�65���B.��B<�"Zb���3��Y5*$,3���-,��B<��BLB�$23�� 3�=��
c > Pα $&� $,3A	
�$&� �R5*$&-,	���]B�$Y %�� %$&�?	�� � 9;��� $&�
	��7��$]5*$ ��=�$ T00 $&� 3��NB�$&������B<��BLB�$Y$&��$,��.!# �

e4fhgjilk m�n o;pqsrKtvu w�x y�zRtv{Q|Ky~}~�
< � tvu w�x y���� �v� uvy �v����� � {j��� � �4� >



100 IV HIDRODINÁMICA RELATIVISTA

B S(A)

B S(B)

x0 (B) = -&�����
	 (B)

x0 (A) = -&�����
	 (A)

Figura IV.1:
� � � � �*����������� � ��� � ��� ��� � � � ��� � � � � � � �/���/��� � � ��� - � 7 ��� - �/��� � � ��- �3��� � �	� �/��� �� � �*� ��� ��� ����! � - � ��� � ��� ��� � � � � �.� ! � � � -	! � � , ��� ��� x0 (A) � x0 (B) ) � � � � � � ��� � ��� � ��� �0� �  �3- ���� �/� � � � ����� � ! - � � �0��� � � � � ��� �	��� � � �8�"� ��� � � � �0� � � �.� ! � � � -.! � � , ��� ��� �/�$� ������� � � ���4� � , �$-	��� )

�+� � � � � �*��� � � � �8�$� � � ��� ���/�$� ��� � � , � � � � ��� ��� � 7�� ��� � � - �8�.)

�j$&��$,��.!# �CZb�� =��.��B<��B2B<$;5*��3�=� %$&� �`> T0α/c $&�W3��XB�$&�<�
��B<��B2B�$A \�� %$&�?	�� �j \�� %$&�?	��CZb�� =��.��B<��B
B�$ 5*��3�=� %$&� �E� _ �  �Y$&�R	�$&��B<$, $,3 �
� �*�����<-���B��)01!# �
��-&�NB<$ 3��4��B�$& !����-&�� %Z ���<$&�R	�$&��� ��$,Z[�4�$& %����3��
$&-�� �Q��M��vG�� $&�"��=���-&�� %Z ���<$&�R	�$&��	�$& 2Zb��E�43 > $&�
Z[��-,���43`�$&�
Zb$&-,	
�65��4 \$&�R	�$

1

c

∂T00

∂t
+

∂T0α

∂xα
= 0, �Q��M����&M��

1

c

∂Tα0

∂t
+

∂Tαβ

∂xβ
= 0. �Q��M������ �

����� ����E�����R	�$��� �4 \��� 3��X$&-�� �Q��M����&M��W����@��$;=�� 5*��3�=� \$&�%B�$ 	
�$&�WB.�� \$&���
������$&� B V > =.	
�636� �4�4 \���
$,3 	�$&���$& \�2B�$ ����=������[$&�R	�����-&$&�

∂

∂t

∫

T00 B V = −c	

∫

T0α B aα.

�`3 3��4B<�%� � ��=.��$,�B<�]B<$�$&�
	�� � �*=[� 3�B[�4BF�$,Z��$&��$&�?	��2$,3`-��� @����\$&�($,3 	
��$& 2Zb�%B�$�3��2$&��$,	�.!# �]B�$,3
�
���
	�$& \�?�b_D��X3��\	��4�?	�� �b$,3D3���B��]B�$,�$&- ���YB�$,@b$���$,�3��2$&��$,��.!# � �?=<$ �<=�>*$ � 	
E�&5W!$&��B�$�3��d0K����R	�$, �

e fhgQi1k m�n o;pq r tvu w�x y�z?t {Q|Ky~}6�
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B<$,3 5*��3�=� %$&� V Zb���=��.��B<��BaB<$ 	
��$& 2Zb� �D� ��!# Z<=�$&���b3��Y-����?	
��B<��B � α ≡ cT0α $&��=��75*$&-,	��� ��=�$
E$,Z��$&��$&�?	��Y3�� B�$&�<�
��B<��B+B<$ �<=�	
�)B�$d$&��$,	�.!# � �W$&��B<$&-,�6 �D3�� -����?	
��B<��B B�$2$&��$,��.!# � �?=�$ �<=.>*$dZb��
=<�.��B<��BNB<$7!� E$�� Z ���=��.��B<��B(B�$�	
��$& 2Zb� �

^�$�3��2 %���� \�  ]�4�<$,E� �<���?	�$���E����B��Y3��2$&-�� �Q��M������ ��$&�N=��"	
�$&� �R5*��3�=� \$&�J>)=.	
�636� � ����B<� $,3D	�$&���
E$& \� B�$�3�� B.�65*$,	�*$&��-,���]��$���@�	
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§22. Ecuaciones de la hidrodinámica
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− uiu

l ∂p

∂xl
. �Q�����vS��

� �
	�� $&��3�� 0h�� %����� � ����� ��* �%�� , � � � # � "\$&�"��=)0K��� ]� -&=<�4	
����?B.�� %$&�<�
�����<�43h�

Tarea 5

7 z/8 � ')�&!���*� � ')� 	�(�+��%$# �����&�0��� ���&%$# ��*++	E�"�C	�(�+� ')��������� ���4� '�	���* � ��6 �Q�����vS�� !5�C!��/.$')� ���	�+! �+��%$# �����&�0���&! �&!%#A�����+	��&!�6A� � ����*+�! #A+	����*+�! # 	� �+��%(# �����&�$��� ���&%$# ��*++	 �&!��$�(���&% ��!
!-���&%$#�*�� � � '�+� ���4!5�C���&� . +� 	��!,����*�+!,�+��%$# �����&�0���&!�6

7 zVz/8 �,�&%(')�&!���*+�� '�� 	��! �+��%$# �����&�0���&!C�&!%#A�����+	��&!4���,�&!��� �+� ')����������#�')�+�"�&� �&!5��*���� �
*&!5�C�+��% �

γ2ω

c2

{
∂v

∂t
+ v � grad v

}

= −gradp −
v

c2

∂p

∂t
, �Q�������&M��

� !��� �&! 	� $&-&=[�4-,�&!���7B�$��W=.3�$, �&� !�' � ��*&%  *+��	� ��� 3 ��!��� 6
7 z zVz
8 
AE�+��%$# �����&�0��� ���&%(# ��*++	����>	� �+� ')��������� ���A� '�	���* �&�C! ' � ��*&%( � ') ��*+�'& ����% �&��!-������+	�#A+*+

� ' � ���&!������������+*���� 7 � ' � � # 5*� ��	0� ')+	 ∂/∂t = 0
8 �&!

ωuα∂u0/∂xα = −u0u
α∂p/∂xα 6�,��"��	

� ' � � �&!E���% ������&� 2� �� ��� �����+� �&�0�������+�&!E�+���  � ')�" �"��	� # *���%(��*+ 	�� � ��� 	� ����* %(�)�����4��%����+% '��&!���*+���')� 	� ����*�� 3���� �&� 	�����
*+�+�+������������ 	� 32��	��)�������� !5�,���'�	�

v � grad (γω/n) = 0.

� � ����*+�!+#A+	� � *+�! #�	� �+��0��������
γω

n
=

�+����!��
, �Q��������� �

C	�� 	�+*-. � ��� ' ��C	
�����+ ���C�+��*&*����&�$��� † 6 
A �+��6 �Q��������� � �&! 	� $&-&=<��-,�&!���JB�$ � $,�����=�3636� �&��!�'� ��*&%  *+��	� ��� 3���!��� 6 
  �+����!�����$������')�C #A+*+�+�+�4�&� ��	 	����� �"��*+�+�/-�� ���C�&!���C*+��	���������� 3�+*���
#A+*+ ����!������0���!�	
��� �++!C���,�+��*&*����&�$����6

† : ���(� 8 C���(��"�� 8 �$�A�(� �?��� ���������)����H";�)&*&(�������(� �*����� �#���� "$� 8 � ���)��"$��&*/ ��� (x, y, z) B ��&!� �?����"$�#��������� x/ � x =� y/ � y = � z/ � z = � t : � /��?�������(� 8 �����(�5@5��� �!�)� &(� B &(���*�����!�)�-�����*&!� � ��";�(�)&(��� &(�I"$��&*&(�?�� B �)&="��)��� B ��&*�IC� "$�����0��� �#��?���:
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7 z�� 8 � ')�&!���*+ � '��E� ')������,��	 �A' � �C�&! ��������� �����+�2#$	� �+� '�2�������� ��� � ' 	���* #�')�+�"� �&!5��*������
* !5� �+��%(�

uk ∂

∂xk
(ωuk/n) =

∂

∂xi
(ω/n) . �Q�������&���

,)� ��	 �A' � � �&!1����&% ��!,�&!���2������� 5*&���2#A% '��&!���*+�� '�� 	���+��6 �Q�������&��� #�')�+���C�&!5��*������
*&!+�C�+��%(�

γ(v � grad)(γωv/n) + c
2grad(ω/n) = 0.

�C�&% '��&!���*+����%�� � ��&�	� '�� 	� %('�	 ��� # 	
���+2�������� �&!5�++	�5*,��� �&!��� �+� ')��������� �+���
v

��%$#�	
���+���')�
 	��1	�5*�. �4�"� � ')+	 ��'�����* 	
�����+4��� �+��*�*����&�0��� 	� �+��$�������� �&� 	� �+��6 �Q��������� � �&! �+���"!�����$����6�� �����*+�! #A+	����*+�! # �+��� �&!���4% ' 	 ��� #�	
���+��������� ���&%(')�&!���*+ 	� �+� ')��������� �"��� ��*&��� '�	
	
� 6

§23. Hidrodinámica no–relativista

_ �4E� B�$,��65��4 3���� $&-&=<��-,������$&�"�<���R�$,3��4	
�65?���
	����7B�$(3�� �.��B.���B.���;!�� 2��-�� �<��	�$& %���YZ���� \$,��+3��
B.�60K$,E$&��-,����$&�?	
�$�3���� 5��43����$&� B<$�3���� -����?	
��B<��B�$&�;	�$,� \�?B.���;!�� %��-��4�;$&�\$,3[-�������E$,3�� 	
�65����
	�� >2$,3[-������
�����R�$,3��4	
�65?����	��R��_ �4E�X-&�� %$&��� �4 ��3����W-����R	
��B[�4B<$&� $&�d$,3�-������C�$,3��4	
�65����
	��������dB<$��<�.��B<��� -&��� �$&��Z $&- �
	��)� 3 �����
	�$& \�\Z����Z<��� B�$ �$,0K$,E$&��-,���YB�$,3 �<=.��B<� � �W�F %$&- !���.��-�� �<���R�$,3��4	
�65?���
	��N$&�
	�����-����?	
��B<��B�$&�
�����(�$,0K$,���B<���C�43`�
���
	�$& ]�2B�$ �$,0�$,�$&��-,���\B�$,3 3��4@b��E�4	������� � � �N$,3W-������\�$,3��4	
�65?���
	�� 3��4�C-����?	
��B<��B�$&�
	�$,� %��B.���;!�� 2��-����]-&�� %�(3��7B�$&���
��B[�4B B�$ $&��$,��.!# �7���?	�$,��<� e �W3��(B�$&���
��B[�4B B�$Y$&�R	
E��Z !# � σ �`>+3��
B�$&���
��B<��B7B�$�$&�?	��436Z !# � ω �����N	���B<��� B�$��<����B<���X-&���"�$&�
Zb$&-,	��Y� 3 5*��3�=� %$&�(Z�E��Z����%B�$,3 �<=.��B�� � �W�
 %$&- !���.��-��)�����RE$,3�� 	
�65����
	�� � $&�
	�����-����?	
��B<��B�$&� $&�
	 !���+B�$��[�.��B<����$&�F=<�.��B<��B�$&��B<$ 3��Y \�����]B�$,3 $,3�$ �
 %$&�?	��2B�$ �<=���B��%�43 ��=�$���$C�$��[$,�$&�b�[_ ���$ 	
$& 2Z�3�� �[3�� $&��$,��.!# �%���R	�$,��[�d$&�
Zb$&-,���<-�� ε �.3�� $&�?	
���Z !# �
$&�
Zb$&-,���<-�� s >\3���$&�?	��436Z !# �2$&�
Zb$&-,���<-�� w �����Y	��?B[�4�A \$&B.��B<���;Zb��A=��.��B<��B B�$C \������$&� $,3b�
���
	�$& \�
B�$)�$,0�$,�$&��-,���aB�$,3 3��4@b��E�4	������� ����B.��-,�����<�43� %$&�?	�$�� -&=<����B��+	��� \�� \���%$,3X3h!#  %�6	�$J�����R�$,3��4	
�65����
	�� �
-&=<����B�� 3��]5*$,3���-,��B<��B B�$d3��]3�=��d	
��$&�<B�$%�\��� �<�.�6	�� � B�$,@b$& %����E$&-&���B<�4 ��=�$d3��YB�$&������B<��BaB�$d$&� �
$,��.!# �]���R	�$,��[� e ����-,3�=�>*$\�\3��]B�$&���
��B<��BFB<$ $&�<$,��.!# � $&�7�$,Zb����� nmc

2 �bB�����B�$ m $&�C3��] ]�4�E�%$&�
�$,Zb�����\B<$�3��%Z[�4�	&!# -&=.3��YB�$ �<=.��B��]$&�7-&�����
��B�$, �4-,�&!��� � c`�4 @��E!$&� �D�43W��@�	�$&��$,�$,3 3h!#  2�6	�$2$&�X�� %Z �� �
	��4�?	�$X����	��4 ��=�$ $,3 5*��3�=� \$&�]B<$,@ $ ��=.0K��6 =��[�C-&���R	
E��-&-,�&!���)B<$,@���B<����3���-&���R	
 �4-&-,�&!���"B�$ � ��E$&�R	����
� �&!# Z<=<$&��� 3������
� �*=.��$&�?	�$&� 3h!#  %�6	�$&��B�$,@b$&�Y	��� ]� E��$�� 3bZ �4�E� �B<$X \$&- !�4����-��dB�$ �<=.��B������$,3��4	
�65?���
	��\�
�����R�$,3��4	
�65?����	��
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mn −−−→
c→∞

ρ

√
1 − � 2/c2 ≈ ρ

(
1 − � 2/2c2

)
,

e −−−→
c→∞

nmc
2 + ρε ≈ ρc

2 −
1

2
ρ � 2 + ρε,

ω

n
−−−→
c→∞

mc
2 + m

(
ε +

p

ρ

)
≈ m

(
c
2 + w

)
, �Q��/���� �

B<����B�$ ρ $&��3�� B<$&���
��B<��B(B�$� \����� B�$,3 �<=.��B��% %$&B.��B<� $&�N$,3 3��4@b��E�4	�������YB�$,3D�
���
	�$& ]�?�

Tarea 6

7 z/8 �����
	
���������� 	���!(	5�" %�� ���&!����'&2*+��	� ��� 3 ��!����! #4%(')�&!���*+ � '�� 	� �+� '�2�������� ��� �+���0�����0'����"2� #,	�
�+� ')��������� ���1� '�	���*4�&��! ' � ��*&%( ��*��&! & ����%(�&�"!-������+	 � 	� �+� ')��������� ����	� �+����!5��*�3���������� ���
	� �&�$��*+��#1�"  #�')�+�"�&� �&!5��*���� �
*&!5�C�+��% �

∂ρ

∂t
+ B.�65 (ρv) = 0, �Q��/��v���

∂v

∂t
+ (v � grad) v = −

1

ρ
gradp, �Q��/��v/��

∂s

∂t
+ ( � � grad) s = 0. �Q��/�� 8 �

7 zVz/8 �,� 	��% ��!�%( � ��*&%  #E%(')�&!���*+ � '�� 	� �+� ')��������� ��� � ��*&��� '�	
	
� #�'��+��� �&!+��*������
*&!5� �&� !�'
32��*&!-����������'&2*+��	� ��� 3���!���(�+��%(�

1

2
� 2 + w = const. �Q��/��vH��

��� ' �� *+��	���������� �����&���,	� �+����!�����0��������	 	�����(����*+�+�1-�� ��� �&!��� �+� ')��������� �+��� 	� �+����!�����0���
� ')�C�# 5*��+�+�C�&� 	� �+� '�2�������� �"� �E��* ��� '�	
	
� �

§24. Cosmoloǵıa Newtoniana

� �7� Z<36��-��4-,�&!���s ]��� ��$&��-,�6363�� ��=�$ $� ���
	�$)=.	
�636� � ����B<� �.��B.E�?B.���;!�� %��-��F�����R�$,3��4	
�65����
	��+$&�L� ���
	
E��0O!# �
��-��N$&� �<��-,���"$,3 =��.�65*$,����N %���� %� �Dc ��B��)-&�����
����	�$\$&�a�� \�������<�4 �43 =��.�65*$,����(-&�� %�"-&�����
	
���
	�=���B��2Zb��AZ[�4�	&!# -&=.3�����B�$ �<=���B�� ��=�$��$,Z�E$&��$&�R	����"3��4� �R�43�� � ����� �
�
$,3 �<=���B��2=��.�65*$,E���43 � � ^����
	
���?	����
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��@<��$,�5���-,������$&�  =�$&��	
E��� �?=�$;$,3�=����65*$,������ 3��4��R�X$&��-��43��C$&� ���� %�� !$&��$&��$;������	
�!��Z���-&� �j-,01�*��$&-&-,�&!���
§ 8 �E�

9;�����
��B<$,�$& %��� =��a���� �*$&� B�$2-&�����B�$&�[�4B[�4� � �� \�4�E��B��"�Y��=�$&�
	
 ���R� 3���� ���?� � 	
E� �R�43�� � ���
-&���)���� �*$&�"B<$�-&�?���B<$&�<��B<��� �

����$� =�$,5*$�-&��� 5*$,3���-,��B<��B v (r) -&��� �$&��Z $&-,	��\� ��=�$&�
	
 � �R�43���� ���
> r $&� $,3 E��B.�����R5*$&-,	���] %$&B.��B<�N-&��� �$&�
Zb$&-,	��7� � � � � �R�43��������($&� �

� ��$%3��?-��436� � �($&� r = a �
^�$ $&�
	��] \����$, ��� 3�� �R� 3���� ��� -&���J���� �*$&� �

�b��$  =�$,5*$ -&���J$,3��[=.��B�� =��.�65*$,E���43 -&���7�$&�
Zb$&-,	��)�
� � ��� =��a��@<��$,�5���B���d$&� �

� 5*$%=<�<� �R�43��������7$&�+3��YZb���
��-,�&!��� r ′ >F 2��B�$%3�� 5*$,3���-,��B<��BLB�$%$&��	��
 2���� ]� -&�� %� v

′(r ′) = v
′(r − a) �[$&�?	�����-&$&��B�$ �4-&=<$,�B��Y� 3��d3�$,>(B�$ ��B.��-,������$&��B�$�5*$,3���-,��B<��B�$&�

B�$����436�63�$&�

v
′(r ′) = v

′(r − a) = v(r) − v (a). �Q��8.��� �

^X$,@���B��%� 3�� ���� %��*$&�<$,��B<��BN$C������	
E��Z !# �2B�$,3 =����65*$,���� �<3�� B�$&�<�
��B<��B"B�$C ]�4�E� ρ >%3�� Z<�$&�
�&!���
p �����"	��43�$&� ��=�$

ρ ′(r ′) = ρ ′(r − a) = ρ(r),

p ′(r ′) = p ′(r − a) = p(r). �Q��8.�v���

�����%$& @[�4��*� �?$,3 � "�* � ��* � *-% � %�'�� %�# �%�.�*�� % B.��-&$ �?=�$ � ��� 3 � 3���% ��! �&��' � 	 '2. +* #�*�� 3 �
	��-. ��2�"� � �
�W�Y��	
E��� Z � 3��4@� �4� �.3��4�;$&-&�&� �Q��8.��� � � �Q��8.�v��� �����]5��436��B<���AZ[�4E��-&=[� 3 ��=.��$,X���� �*$&� � ��=�$C��$ 	��� \$�$&�
$,3 =<�.�65*$,���� ��^X$�$&��	��� ]�4�<$,E� �?3���$&-�� �Q��8.��� �;�
� �*�.���<-�� ��=�$X3���5*$,3���-,��B<��BNB<$,@ $���$,A��$&-&$&���4����� %$&�?	�$
=��<� 0�=���-,�&!��� 36����$��43 B<$,3 E��B.��� 5*$&-,	��� v (r) = ξ(t)r + -&�����
	 � ^X$,@���B��J����=�$ v (r = 0) = 0 � 3��
-&�����
	����R	�$ $&�N$&�
	��d$&-&=<��-,�&!���JB�$,@b$���$,X-&$,�� �[� 3 ��$&- ���]B�$ ��=�$�3��25*$,3��?-,��B<��BJ��$��dZ����Zb���-,�����<�43 �
3��%B.����	��4�<-,���\��$�3�$ B�$&���� %���<� # � � , � (�� � � # ��� _ ���-&�� %��B.��B<��B � ���?	
��?B<=���-��� %���C=��7�
���
	�$& ]�%B<$
-&�?���B<$&�<��B<��� �� \�4�E��B���� 3��4� �R� 3���� �����&� � �
	���� � %�%�" , � � �
,
��' , � � % � % ��*�� * � � � % $&��	�!���\B�$��<�.��B<���
Z ��

r = R(t)r0, �Q��8.�v/��

B�����B�$ R(t) $&�C$,3 �$� � � %�" , � �5� � ��� ' * �%�� �?=�$ $&�
	 !�]����� ]�436� � ��B��)�2=��[�%B�$,	�$,E 2���<��B<� !$,Zb�?-��]B�$
	�� 3 0K��E \� �?=<$ R(t0) = 1 -&��� r(t0) = r0 �<� �&!# �[3�� 3�$,>)B�$���=�@�@�3�$��[$&-�� �Q��8.��� ��$&�A	��43��?=�$
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§24 COSMOLOGÍA NEWTONIANA 109

v =
�R

R
r = f(t)r ( �[ ] ≡ ( B [ ]/ B t) . �Q��8.� 8 �

^X��B�� � ��=�$X��� �[�,>\-,�$���-,�&!��� $&�
Zb���?	 !�4�<$�� B�$� ]�4	�$,�����$&�Y$,3 =��.�65*$,���� �.$&�?	�����-&$&�A3���$&-&=<��-,�&!���
B<$�-&���?	
���?=���B<��B($&-�� �Q��/��v���A$&� 5 !�436��B<�?� �W�
	�� $&-&=<��-,�&!���"-&���)�&>�=�B[� B<$ 3���3�$,>]B<$X� =.@�@�3�$C>%$,3 ��$&- ���
B<$ �?=�$23��\B<$&���
��B<��B ρ(t) ����3��"$&�C0�=���-,�&!���+B�$,3 	
��$& 2Zb� t ��$d�
� �*=�$ ��=�$ �ρ/ρ = −3 �R/R >7Zb���3��
	����?	��

ρR−3 = ρ(t0). �Q��8.�vH��

_D��d��	
E�YZ � �	�$��D3��)$&-&=[�4-,�&!��� B<$ �W=.3�$,�� $&-�� �Q��/��v/����D-&=<����B<�"3�� ��E�,5*$&B<��B Z����Z<���)B�$,3 �R�4� ��$
	��� ]� $&�"-&=�$&�?	�� Z<=<$&B�$�$&��-,��6@<�6���$�-&�� \�

∂v

∂t
+ (v � grad) v = −

1

ρ
gradp − gradφ, �Q��8.�vG��

B<����B�$ g = −gradφ $&� 3��)��-&$,3�$,E��-,�&!��� ��E�,5��6	���-,�����<�43 > φ $,3 Zb��	�$&��-,���43 �� �,5?�6	���-,�����<�43h� � =��
	
���
	�=�>*$&��B��\3�� 3�$,>)B�$���=�@�@�3�$�$&-�� �Q��8.� 8 ��$&�)3�� $&-&=[�4-,�&!���7B�$��W=.3�$,C$&-�� �Q��8.�vG�����$���@�	
��$&��$

3( �f + f2) = −∆φ = −4πGρ, �Q��8.� � �

B<����B�$ G $&�]3��+-&�����
	����R	�$aB�$ ��E�,5��6	��4-,�&!��� =����65*$,����43�> 3��a� �*=<�43�B<��B B�$,3�3���B�� B�$,E$&-	��� B�$(3��
$&-&=[�4-,�&!���"��$ ��@�	
��$&�<$ �� �4-,�������C3�� ����� � ��* �%�� , � � %�* ' ' %�� � ∆φ ≡ ∇2φ = 4πGρ �WZ[�4E��$,3 -��� 2Zb�
�� �,5?�6	���-,�����<�43h� ^X$��
��=b!# ��$��
� �*=�$ ��=�$ $,3D-��� 2Zb����E�,5��6	���-,�����<�43 B�$,3D=<�.�65*$,����\$&�
	 !�2B<��B��dZb��

g = −
4

3
πGρr. �Q��8.�vT��

� =��
	
�6	�=.>*$&�<B��C$,3R5�� 3���WB�$ f $&� 3��A$&-�� �Q��8.� � � >�=.	
�636� �4�4�<B��X3��A$&-�� �Q��8.�vH�� ��$ ��@�	
��$&�<$ 3�� � ����� � ��* �%��
, � � % ��*�� * � � � % , ��# � � *�� � "�' % �

�
RR2 = −

4

3
πGρ(t0) = −C �Q��8.�vS��

B<����B�$ C $&��=��<�\-&�����
	����R	�$%Zb���
�6	
�65��?�`^�$,@<��B��"� �?=�$dB / B t = �R B / B R � 3��Y$&-�� �Q��8.�vS��CZ[=�$&B�$ ���?	�$ �
�� � E��$�Z[�4E� ��@�	�$&��$,

1

2
�R2 +

C

R
= −

1

2
κ. �Q��8.���&M��

e4fhgjilk m�n o;pqsrKtvu w�x y�zRtv{Q|Ky~}~�
< � tvu w�x y���� �v� uvy �v����� � {j��� � �4� >
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�`3 Z���� \$,�	R!$,� 2���<�"B�$,3 3��4B<� � � ��=.��$,�B��($&�F$&�
	�� $&-&=[�4-,�&!��� $&��3��)$&��$,��.!# �)-,��� !$,	
��-��(B�$,3 =<�.�65*$,����
$&�J$��Z[�������&!���b� �`3 ��$��*=���B��Y	?!$,� %����� $&��3��]$&��$,��.!# �]Z����B�=�-,��B[�]Z ��C3�����0�=�$,	� ���CB�$ Z�E$&�
�&!���J>N$,3
	R!$,E 2����� B�$A3���B<$,�$&-	�<��$&� $&�?	�����-&$&� 3���$&��$,��.!# ��	���	��43 B<$,3[�
���
	�$& ]�?� �W�\$,3[-��4Z !# 	�=.3��dB�$�-&���� %��3���.!# �
5*$,�$& %��� ��=�$�3��\-&�����
	����?	�$ κ �$,Z�E$&��$&�R	��%3�� ����" ��� � � " � , ��# ��� *�� � "�' %?� � �20K��E \� B�$ -��43�-&=.3��4�3��
$&� =.	
�636� � ����B�� =��[� 	�$&�� !# ���$,3��4	
�65����
	���B<$A3�����E�,5��6	���-,�&!���b�<_ �4E���4�[� 36� �4�  3��CB.���;!�� 2��-�� B�$,3<=<�.�65*$,����
$&�"$� Z[�����
�&!���7�4�[� 36��-&$& \���C3���� �
� �*=���$&�R	�$&��-��������
✞
� '�*�3� ��'�*+ � �-.  ��� 3� � ➜ � ���R�� %��� $,3;-��� @<��� κ → −κ > 0 �`^X$%$&��	��) \����$, �Y3��)$&��$,	�.!# �
	���	��43 B�$,3 =����65*$,����2$&�AZb���
�6	
�65�� >Y$&�)$,3b3h!#  2�6	�$�-&=[�4�<B�� R → ∞ �.$&�AB�$&-,�6X-&=<����B�� t → ∞ ����$
��@�	
��$&��$2B<$ 3��]$&-�� �Q��8.���&M�� R =

√
kt � $&��B�$&-,�6�� $,3 =��.�65*$,����"$&�
	 !� ����* � " � %">N��$ $� Z[����B�$ Zb��

�
��$& 2Z<�$��
✞
� ��*+� � '�*�3� ��'�*+ � ➜

� � ����3�=�-,�&!���(B�$C3�� $&-�� �Q��8.���&M���-&��� κ = 0 $&� R = (9C/2)1/3t2/3 -&=<����B��
t → ∞

✞
� '�*�3� ��'�*+ #���!�� ��� 3� � ➜ _ �  � $&��	�$�-��4��� 3�� $&��$,	�.!# �d	���	�� 3 B�$,3 =��.�65*$,����2$&�A��$��R�4	
�65��d> R → 0

-&=<����B�� t → t? Z[�4E�"=��+-,��$,�	��N	
��$& %Zb� �<���6	�� t? �h5*$,d	��4�$�� � �E� �W� ��	
E��� Z � 3��4@� �4� �`$,3
=��.�65*$,����\��$CE$&-&��3�� Z[���2B�$&��Z<= !$&��B<$�=��"B�$,	�$,E 2���<��B��%	
��$& 2Zb� t? �

Tarea 7

7 z
8�� �&!�')��	 32�;	�1�+� ')���������(����%(��3���% ���&�$��� ����	>' � � 32��* !5�2#$�+��6 �Q��8.�vS�� �&� �+��%(#�	������+#A+*+ 	���! �+�!5��!
�&�(	���! ��')� 7  8 	� � ' *�3� ��'�*� �&! ���-.  ��� 3��# 7 � 8 	� � ' *�3� ��'�*� �&!1�+��*+� � 7 � 8 	��� '�* 3� ��'�*+ �&!
# ��!-� ��� 3� 6 � ')�&!���*+ � '��E�&�(��	 �'�	 ����% �C�+�!5�,��	 ' � � 32��*&!5�1!5��*+�+�+��	� # !5 ���&!%#�' ��&! ����' � �����&%(#��
� � � ��� #A�!5���,	���&. *+�� ��� #�	���!-��������26 � � '��+	��&!,��	 3�5	���* ���,�&!���� �����&%$# � �

7 z z
8 ������' � 4' �(� �� . *�+% ,��� R
32!�6

t
�&� �����������&! � '��&% � �����++% �&�$��� %(')�&!���*+�&! ��')�;! ')�+�+��� #A+*+

�+��� ' �����"� 	���! �+�!5��!C����	 ��������!+� ��0����*�����*�6
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��$&��$ $&�
	��4@�3�$
�� �4-,�����"�FZb����$&$, =�� $���=.�636�6@����� B�$(��=��\0K=<$,	� ���YB�$"Z<�$&�
�&!��� -&��� 3����Y0K=�$, � ��� ��E�&5?�6	���-,�����<�43�$&�
��=�$%���R	�$&�?	���� -&��3��4Z<�E� �3�� �<��-,���"=��FZ<=<�R	�� � � �]	�$& 2Zb$,E�4	�=.E�Y$&�+$,3 -&$&�?	
��(B�$2$&�
	���� ��@�	l$,	���� ��$
$,3�$,5�� 	����R	�� ��=�$C��$�3����E��� 0K��E \�4 E$��4-&-,�����<$&��	�$,� \���?=�-,3�$��4�$&� $&�]��=\���?	�$,������� �W�Y$&�
	�$C-�� ZD!# 	�=�3��
���<�436� � �4�$& \���)3����YZ����Z<��$&B<��B�$&�)@A!���
��-����"B<$N3����)$&��	
�$,363������ ��=s�<��-,�� %��$&�R	�� �X��= $,5*��3�=�-,�&!��� > ��=
 =�$,�	�$��

§25. Criterio de Jeans

9A��B<�]��@�	l$,	�� ��=�$d��@<��$,�5��� \����$&�J$,3 =��.�65*$,���� �<�,> ��E��-,����� � �?=�$ �[�,>(=<�J$��?=.�636�6@<����N$&�?	
�$
-,��$,�	��4�X0�=�$,	� ���XB�$�3��2�<�4	�=.E�43�$ � � �?=�$�3��\ ]���R	
��$&��$ $&�
	��4@�3�$�� ^X$�$&�?	
�$ $&�
	�$ ��-�!$������]���� %$&�����\B�$
$&��	
�=�-,	�=.E�����b$� ���
	�$&�F=��[�4�X3�����-&=<�43�$&���$&��=.36	����7�$,3��4	
�65��� %$&�?	�$%���� 2Z�3�$&��B�$ ���<�436� � �4 �b3������ � � � '��
� �7���
	
E��0O!# �
��-��Y��$ B�$��<��$ �2=<�<�2��=.@b$ -&�� \�\=<�N��@�	
$,	�� �R����$&����� �j=���=[� 3� \$&�R	�$dB<$�=������C-&=<���?	����
Z � E��$&-&� B�$ 3���� ���6	�=�B]-��4E��-,	�$,�!# �
	
��-�� Z[�4E���?=.@b$&� ��=� %$,�����B[�4� $&�d$,3< %$&B.���C���?	�$,�$&�
	�$,3��4 � $,3�-&=<�43<��$
$&�<-&=�$&�R	
 � $&�)$��?=��636�6@�����]B�$XZ��$&�
������$&� -&���)��=  %$&B����2�4 @���$&�?	�$ � P ����� � = P � ��� ��� �E� �W�Y	?!$,� %�������
�*$&�<$,E�43�$&��� B<��B<���d3����2B��� %$&���
�����<$&�%B�$ $&�
	����2��=.@b$&�d> �)Zb$&���42B�$ ��= @[��	
�7B�$&�<�
��B<��B �h3��(-&=<�43
363�$��R�(�43�-������ �4d$&�a��-��4��������$&� 5��43����$&� $� 	
�$& %��� B�$ �<���
	��F�&M −

�
-& −

� � � 3�� ��E�,5*$&B<��B Z�E��Z����)B�$
3����2 %���� \���dB�$,@b$]	��� \�4���$]$&� -&�����
��B�$,E��-,�&!���b� � � ��E�,5*$&B[�4B Z����B�=�-,��B[�"Zb��2-���B<�(=��<�NB�$Y3����
Z � �	&!# -&=�3��4�WB<$ �R���D����B<=�-&$&� � 3����?=.@b$ �;-&��3��4Z<�E� E��$ �� �,5?�6	���-,�����<�43� \$&�R	�$�� ������@[�
	����R	�$���3���� 0�=�$,	� ���
B<$ � " � ' * �%�� � �� " � *�� � �h�h� $��RZ��$&�
�&!��� �*$&�<$,E��B<�XZb�� 3��X$&��$,	�.!# ��-,��� !$,	
��-���B�$ 3����  \��3�!$&-&=�3��4� B�$;=����R���
�RZb��C$ 	l$& %Z�3�� � 3��dZ�E$&�
�&!���(�4	� \���
0&!$,���-��]$&�X=��($ 	l$& %Z�3��\B<$�Z�E$&�
�&!���(	R!$,E 2��-�� �X�4-,	 !=[�4�7$&�7��$&�?	
��B��
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���R5*$,���� ��3��4� 0�=�$,	� ��� B<$ ��E�,5*$&B[�4B �.^X$�$&�
	��� ]�4�<$,E�XZb�?B�$& \��� B�$��[�.�6  ]��� Z��$&-,���E�4 \$&�R	�$���=<�<�
�?=.@b$2$&� ���
	
���01!# ����-��"-&�� \�)=��<�Y ]�4�E�YB�$ �R����$&�a3�� -&=<�43 3���� 0K=�$, � ����B�$dZ�E$&�
�&!���a>73�����0�=�$,	�4�4�
��E�,5��6	��4-,�����[� 3�$&� �����)	��43�$&� �?=<$�3��d��=.@b$���$�$&��-&=�$&�?	
E�%$&�)$��?=��636�6@�����  %$&- !���.��-&� �

� $CB.��-&$ ��=�$�=��<� ��=.@b$���$C$&��-&=�$&�?	
E� $&� � � ��* # * ��"�*-% �
*-,�" %�' � �� � *�� %]-&=<����B<�d$,3b3��4B<�d� � ��=.��$,�B��
B�$ 3��\$&-&=[�4-,�&!��� B�$ �W=.3�$, �j-&=<����B�� ��$ -&�����
��B<$,E���F0�=�$,	� ���CB�$ Z��$&�
�&!���F	R!$,E 2��-��]>"0�=�$,	�4�4����E�&5��
�6	��4-,�����[� 3�$&�]����3��� %$&�?	�$ � � $&-�� �Q��8.�vG�� � $&� ��B !$&�R	
��-��� \$&�R	�$N� �*=<�43 � -&$,�� � �W�
	��7���N�
� �*�.���<-�� ��=�$%3����
Z[�4�	&!# -&=.3����\B�$ �<=.��B<�(��$\$&��-&=<$&�R	
E���L$&� �$,Zb����� � � � !=��.��-��N�$&�
	
���-&-,�&!��� ��=�$\��$]��@<	
��$&��$ $&� �?=�$
B v/ B t = 0 � 9;���"$&��	�� ��3��d$&-�� �Q��8.�vG����� 2Z�36��-�� �?=�$

��E��B p = −ρ ��E��B φ, �Q��H���� �

$&� ��	
E���AZ[�43��4@�E�����.3����A0�=�$,	� ���;B�$XZ��$&�
�&!���)	R!$,E 2��-�� �h3���B��d� � ��=.��$,�B<�2B�$X3�� $&-�� �Q��H���� � � @[�43�����-&$����
� 3��4� 0K=<$,	� ����B�$ �� �,5*$&B<��B �h3��4B<�%B�$,�$&- ���%B<$�3�� $&-�� �Q��H���� � �E�

� �<�436��-&$& \���(� ����E�+@[��	
� �?=<$J-&����B.��-,������$&�($&�
	�$7@[�43�����-&$a$&�?	
�$70�=�$,	� ���YB�$ ��E�&5?�6	���-,�&!��� >
0K=�$, � ��� B�$AZ�E$&�
�&!���2	?!$,� %��-���$&�W5 !� 36��B<� �<_ �4E��$&��	�� �R=.	
�636��-&$& %���A$,3 ��$&-	��� B�$ ��=�$��?B[�4B[�X3����
�� %$,	
 !# �
$&�
0&!$,���-��%B�$C3�� 0�=�$,	� � B�$ ��E�&5?�6	���-,�&!��� �b3�� ��=.@b$�B�$,@b$CZb����$&$, �
�� \$,	
�!# �d$&�
0&!$,���-��d>]Z �� 3��d	����R	��%3��
$&-�� �Q��H���� ��Z[=�$&B�$�$&��-,��6@��6���$ -&�� %�

B p
B r = G

ρm(r)

r2
, �Q��H��v���

$&�"B�����B<$ r $&�A3��dB.���
	�����-,���2E��B.���43D>Y3��d ]�4�E� m(r) $,5��43�=<��B<�\$&� 3�� Zb���
��-,�&!��� r $&�
	 !�dB<��B<� Zb��

m(r) =

∫

ρ(r) B V =

r∫

0

π∫

0

2π∫

0

r2 �
��� θρ(r) B r B θ B ϕ =

∫

� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �

� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �

B Ω
∫ r

0

ρ(r) r2 B r = 4π

∫ r

0

ρ(r) r2 B r. �Q��H��v/��

-&��� Ω $,3 !�4���*=.3��C�.!��36��B�� � � ����!��� �*=�3����`Z ��3��4 >������� =�	�� 3.$&�
	 !��� B<��B���� Z �� θ > ϕ �$&�
Zb$&-,	
�65��� %$&�?	�$��
_ �4E� $&��-&���?	
E�4 =�� -,��6	�$,����X36����$��43 �?=�$ B�$&��-,��6@[��$,3 $��?=��636�6@����� ��=�$ ��$  =�$&�
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��-��
l �bB.� �R�� %����$,3`E��B.��� B<$ 3��\��=.@b$��b^X$ $&�
	��] \����$, ��� B p/ B r ≈ p/l > GM/r2 ≈ GM/l2 �bB�����B�$
M ≈ ρl3 �$,Z�E$&��$&�R	�� 3��� \�����A	���	��43�B�$ 3����?=.@b$��R9;��� $&�
	���> =.	
�636� �4�4�<B���$,3 ��$&-	����B<$ ��=�$ p ≈ ρc2 �
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l ≈ c√
Gρ

≡ l � . �Q��H�� 8 �

^���- ���\B<$���	
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, � � � ��� ' l � ≡ c/

√
Gρ ���W��	�$�-,��6	�$,����%B<$�$&�
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���01!# �
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B p
B r . G

ρm(r)

r2
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§26. Enerǵıa de amarre gravitacional
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W = m

∫
r

∞
g ��B l = −m

∫
r

∞
∇φ ��B l = −m

(
φ(∞) − φ(r)

)
= mφ(r) = −Gm

∫
ρ ′ B � ′

|r − r ′|
.

�Q��G���� �
� �
	��s!=.36	
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��-,�&!��� r � �`3`	
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	 !� B<��B���Zb��

δW =

∫

δρ(r)φ(r) B �
. �Q��G��v���

	 	
�636� � ����B��]3�� $&-&=<��-,�&!���7B�$�_ �����������(Z[�4E� $,3 -��4 %Zb����E�,5��6	��4-,�����[� 3

∆φ ≡ ∇2φ = 4πGρ, �Q��G��v/��

> $,3 	�$&��E$& \� B�$����4=<������3��d$&-�� �Q��G��v����Z<=�$&B<$���$,�$&��-,��6	��d-&�� %�

δW =
1

4πG

∫

φ∇2(δφ) B �
=

1

4πG

{∫

φ∇ (δφ) ��B a −

∫

∇φ � ∇ (δφ)

}

. �Q��G�� 8 �

� � Z���� \$, ���R	�$���E�43 B<$,3 3���B��7B�$,E$&-	���7B�$]3��)$&-�� �Q��G�� 8 �2��$%-�����-&$,3��7B<$,@���B��J����=�$Y$,3A-��4 %Zb�N��$
B<$&�
5�����$&-&$X$&�\��� �<�.�6	�� ‡ �?_D��;��	
E�CZ � �	�$�� ∇φ � ∇(δφ) = δ|∇φ|2/2 >d$&�?	�����-&$&� 3���$&-�� �Q��G�� 8 � 	��� \�
3��d0K��� ]�

† ���E�)&�%��=C�+�*�����+����� 8 � ����$&�	C� � ���-� 8 ��&*&(� �E9A� 8+B ��� 8 �����(� B ��&!%������$�'�?� ����$&�	C� � ���I"$�$�(��&(��� B ��&!� �����$/5��&0� ���
B ��&*�IC� "$��?�-��� 8 �)�(� m �����(�� ����� B �5�*��"$��C�5� r �#��� �!�-��� �#����(��: � ��"���� �� �)�*&(� 8 �A���@G�����?�-�$���$&�	C� � %���� 8 ���A�(������
� 8 � &*&!�5���+�+��� B ��&*�IC� "$�����+��� 8 �)�(� m � �?�+���� �!�)��"$�?� r �*��F�&(����� "�� 8+B ��	)&!��/����!�)"$���)�#��� φ :

‡ � ��&!� �*�$& � ��5";�(�)��@E�$�="�� 8�B � φ ∝ 1/r "$�#���#��� r → ∞ � ��� ��� 8 ��� 8 � �.C� 8 � �(� | 	)&!�)� φ| ∝ r−2 � �!� 8 F#�;C���
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δW = −
1

8πG
δ

(∫

|∇φ|2 B V
)

. �Q��G��vH��
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∫
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� " . �� � , � � � ��"�"
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§27. Ecuaciones de estructura estelar
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n = 3/2
7 #�*+�&!-������ �"�E. +! 8

�&�$�������+�&!
M ∝ R3 6

7 z���8 * ��*C����*+.#A+*���� # # 5*��' �� �+��� � .$'�*�2����������&� � � '��
	
��� *�����% '��&!���*+���')�

B
B r

(
p +

Gm2(r)

8πr4

)
< 0. �Q�*�?��� 8 �
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^�$ 3��\$&-�� �Q�*�?��� 8 ����$ ��@�	
��$&��$ ��=�$ 3��%-����?	
��B<��B p + Gm2/8πr4 �43�-������ �]��=(5��43���� !������ \� $&�($,3
-&$&�R	
��\B�$�3�� $&�
	
E$,363��R�b_ ���3��d	����?	��

p � >
GM2

8πR4
≈ 4.4 × 1013

(
M

M�

)2(
R

R�

)−4

�) − � , �Q�*�?���&H��

B�����B�$ M ≡ m(R) $&�23��7 ]�4�E�(	���	�� 3XB�$ 3��J$&��	
�$,363��?�;^��� %$&�<�
�����<�43� %$&�?	�$��;3��7Z��$&�
�&!��� -&$&�?	
E�43
$&�
	 !�dB<��B<� Zb��

p � ∼
$&��$,��.!# �%B<$��4 ]�4��$

5*��3�=� \$&� ∼ B�$&������B<��BNB�$�$&��$,��.!# � ∼
GM2

R4
. �Q�*�?���&G��

_ �4E��$,3[����3 ��$,3<5�� 3���;B�$�$&��	��XZ��$&�
�&!���\0��4363���Z �� =��20h��-,	��� B�$ �436�$&B<$&B���AB�$�-,��$&�]B�$,@���B�� � �?=�$
������$�-&�����
��B�$,<!� 3����4-&=< =�3��4-,�&!���N-&$&�R	
 � 3bB�$ �R��� ��=�$X��$ $&��-&=<$&�R	
E��$&�\$,3 -&$&�?	
�� B�$�3���� $&�
	
�$,363����&�

��� ��=.Zb����$& %��� �?=�$\$,3 ����3 ��$%-&�� %Zb���	�� -&�� %�"=�� �R��� ��B�$��43 � $&�?	�����-&$&���`3��)Z��$&�
�&!��� B�$,3 �R���
p � 3��)	�$& %Z $, � 	�=�E� T >J3��"B�$&�<�
��B<��B B�$% ]����� ρ �j�($,3;��!=� %$,E�"B�$\Z[�4�	&!# -&=.3����2Zb�� =��.��B<��B B�$
5*��3�=� %$&� n �;$&�
	 !���NE$,3��4-,�����[�4B[�4�� \$&B.�����R	�$�3�� ����� � ��* �%�� , � � ' � �
,
% , ��#�.
��' *-, � ��#

p =
k �

µm
ρT = nk � T =

R

µ
ρT, �Q�*�?����� �

$&�\B����<B�$ R �$,Z��$&��$&�R	���3���-&�����
	����?	�$X=<�.�65*$,����43bB�$�3���� �R����$&��� k � $&� 3���-&�����
	����?	�$XB<$ � ��36	��� \��� �
µ $&�X$,3 Zb$&���\ %��3�$&-&=.3��4� %$&B����%> m $&��3��% ]����� Z���� \$&B.���\B<$�3����C$&�
Zb$&-,��$&��B�$�Z[�4�	&!# -&=.3���� $&�N$,3
�R�4���

	 	
�636� � ����B<�23�� $&-�� �Q�*�?����� �;>\3�� $&-�� �Q�*�?���&G�����$XZ<=�$&B�$C-��43�-&=.3��4X3���	�$& %Zb$,E�4	�=.E� -&$&�R	
E�43DB<$X=<�<�
$&�
	
�$,363��

T � ∼
GM2

R4

µm

k � ρ
∼ 6 × 107

(
M

M�

)2(
R

R�

)−4(
ρ

ρ�

)−1 �
. �Q�*�?���&T��

�W�%$,3 -�������B�$ $&�
	
�$,363����;-&�� %��$,3 ����3 �h3���� -&=<�43�$&� $&��	�!���YB��� %���<��B<��� Zb�� �.��B��!��*$&��� � � B�$,@���B�� �
�?=�$�$,3 Z����B�=�-,	�� k � T $&�� =�- ���2 ]�,>*�� ��=�$�3�� $&�<$,��.!# �2B�$��� ]� ��$�B�$�=��s!�4	��� \�2B�$��.��B��!��*$&���
���&/ . H`$,U �;$&�R	����<-&$&��$,3 �R�4����$�$&��-&=�$&�?	
E�2	���	�� 3� \$&�R	�$ �����.� � ��B��\>YZb���3��d	����R	�� µ ∼ 0.5 �

^X$�3�� $&-�� �Q�*�?���&T�� >Y=�	
�636� � ����B��Y$,3 ��$&- ���%B�$ �?=�$ ρ ∼ MR−3 ��$��
� �*=�$ ��=�$

k � T � ∼
GMµm

R
�Q�*�?���&S��

� $&�
	�$ �$&��=.36	���B�� ��$;3�$ -&������-&$ -&�� \��$,3 � � %�"
��� � ��* "�*-��#~� �W�\$,3[-�������B�$ $&�
	
�$,363���� �j��B�$�-&=<�43 ��=.��$,
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�����
	�$& \�C-&$,� �4B<����=.	����E�,5��6	����R	�$�B�$A ]������� �?=<$���$A$&��-&=�$&�?	
E���� ]� �E��B��CZb��W0K=�$, � ��� B�$A-&=<��B.E� �
B<�d���R5*$,E����� ����=�-&$&B�$ ��=�$

�
E � ��� = −

�
E � � �

2
, �Q�*�?�v��M��

$&� B<����B�$
�
E � ��� �$,Z��$&��$&�R	��d��3�� $&��$,��.!# �d-,��� !$,	
��-��%Z���� %$&B���� �j$&�)$,3b	
��$& 2Zb� � > �

E � � � $&�;3�� $&��$,��.!# �
Zb��	�$&��-,���43 Z���� \$&B.��� �

Pj�?5*$&�
	
� �*=�$& %���C ]�4�A-&���)�$&�
Zb$&-,	��2�43 	�$&���$& \� 5��6����43h� � � $,3D-������2B�$C=��<� $&�
	
E$,363�� 3�� $&��$,��.!# �
Zb��	�$&��-,���43`$&�
	 !�2B<��B<� Zb���3�� $&�<$,��.!# � ��E�&5?�6	���-,�����<�43 B�$�3�� $&�
	
�$,363�� †

E � � � = −4πG

∫R

0

m(r)

r
ρr2 B r. �Q�*�?�v�����

	 	
�636� � ����B��N3��Y$&-&=<��-,�&!���+B<$ @[�43��4�<-&$ �.��B.E���
	 !� 	
��-&� � $&-�� �Q��H��v��� � $ ���?	�$���E����B��NZ ���Z � �	�$&��-&���F3����
-&���<B.��-,������$&��B�$ ��=�$�3�� Z<�$&�
�&!��� p = 0 $&� r = R ��$���@�	
��$&�<$

E � � � = 4π

∫ B p
B r r3 B r = −3

∫R

0

p B �
. �Q�*�?�v��/��

	 	
�636� � ����B��Y$,3 ��$&- ���%B<$ �?=<$�Z[�4E� =�� �R��� ��B�$��43 3�� $&��$,	�.!# �\-,��� !$,	
��-��]$&�
	 !�dB<��B<� Zb��

E � ��� =
3

2
nk � T, �Q�*�?�v��8 �

>Y3�� $&-&=<��-,�&!���7B�$,3 �R�4� ��B�$��43 B<$C3��d$&-�� �Q�*�?����� ����$���@�	
��$&��$ $&�R	����<-&$&� ��=�$

E � ��� � = −2E � ��� . �Q�*�?�v��H��

�`3W	�$&���$& \�\B�$,3W5��6����43 $&��=��7�$&��=.36	���B��Y	����J�� 2Zb���	����?	�$ �?=�$ 5��43�$d3��\Z $&�[�%B�$& \���
	
E�4�3�� $&�
��="0���� \� �*$&��$,E�43h� c �� \$& %���X$,3`Z����B�=�-,	��\���R	�$,������B<$�3��\$&-&=<��-,�&!���FB�$��W=.3�$, �b$&-�� �Q��8.�vG�� � -&���7$,3

† � �G"$�)��"$����� ����?�H����$&�	C� � B ���(���#";�?���G������#� 8 ���(���$� >IC�$&(��"�� 8 �����(�0�*� 8 C�$�*&(��"�� �*� �#�)"$�0�*�� �(���(� � ������ �?�H�I"): , �A: �59
��� ���-�I"): , D ��: � 9�: � � �!���0�����(�
	)&!������� �*�5� ��� �!�)���(� "$�#�����(�	"$� 8�B ����"��5��)��@ B �)&'��� %����+��� 8 � 12�)& ���5"$�$&0��� "GC���?"$���� ��
8 �)��$&!������&(�I"!�!��"$� 8 � �*� ������� B ��&!� �?� �� 8 �5� �*&!�5";�IC�)�D��'���+�I"�:�, D ��: � 9�:�<=�5��*�?���$&(� 8 �)�'%����'�*�'�(������0�(�A������� 8 �)�(�
�� �?���$� �*&(������� ��� �����#����(� � %A��+�*��/5�-�-�����(� 8 F��?� & B ��&*�(� B �)& B ��&*�(� �-��� 8 ��� 8 ��:�9A� B �)� 	 � 8 �5��%��� ��#� "$���$&*�!�
8 �)�(� m(r) ��5��� B ��&H���-�I"): , D F�: 3 9 � � �*���(���������� B �5�*��"$�IC�)� :)9�� � ����&!�-�*�+�$���(� 8 F#��� ��� �)�������� �� 8 �)�(� � m(r) �
�?� 8 �)�(�	��&(� 	)�����)� @E�����(�)�#"$��� ���=�*&!� F���12� ��I" �� B � &!� �*&!�)�;&������(�� ��������� �(� �	��� �(� �)�������� �� ���#"���� � r ��� ��C� ���)��
B �)& −Gm(r) � m(r)/r : �E�)&=���H�!�)���(��@������*&!� F���12�H�(�)�!�)����� �����(� 8 F��?� & �H����� 8 �)�(�H��� >�C�$&(�?"$� 8 �����(� �*� 8 C�;�*&(�?"��������(��
��� �#��� �(�-��� ��C�+���)�� B ��&

W = −G

∫
m(r) � m(r)

r
= −G

∫
m(r)ρ(r) ���

r
. , D �A: D �I9
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5*$&-,	���%Zb���
��-,�&!��� r $]���R	�$����$& \���2����@�E$\	���B��7$,3A5*��3�=� \$&� �?=<$ �?-&=.Z �"$,3���@�	
$,	�� �R����$&�����7Z[�4E�
��@�	�$&��$,

∫

r �
�
rρ B �

= −

∫

r � ∇p B �
−

∫

ρr � ∇φ B �
, �Q�*�?�v��G��

B�����B�$d$,3WZ<=<�R	�� B�$&�<��	��\B<$,��65���B<�Y-&���F�$&�
Zb$&-,	��)�43W	
��$& 2Zb� �[ ] ≡ B / B t � ��� � ����E�]=.	
�636� � �� %��� $,3
��$&-	���JB<$ ��=�$YB (r � �r)/ B t = (1/2) B 2(r � r)/ B t2 = �r � �r + r �

�
r �W$&�R	�����-&$&�23��)���?	�$���E�43 B�$,3;3���B��

� � �?=���$,�B��FB�$]3��($&-�� �Q�*�?�v��G����W-&���L�,>�=<B<�7B�$]3��($&-&=<��-,�&!��� B�$Y-&���?	
���?=���B<��B � $&-�� �Q��/��v/�� �W��$]Z<=�$&B�$
$&��-,��6@��6C-&�� %�

∫

r �
�
rρ B �

= −

∫

r2ρ B �
+

1

2

∫ B 2r2

B t2
ρ B �

.

=
1

2

B 2I

B t2
− 2T

�Q�*�?�v�*� �

$&�"B�����B<$

I =

∫

r2ρ B �
, > T =

1

2

∫

�r B
�

, �Q�*�?�v��T��

�$,Z��$&��$&�?	���� $,3b %�� %$&�?	�� B�$�����$,�-,��� >%3�� $&��$,��.!# � -,��� !$,	
��-�� �j ]�4-,E����- !��Z���-�� �;B�$,3b�
���
	�$& ]���$&��Z $&- �
	
�65��� %$&�?	�$��

9;���a�,> =�B<�)B�$,3 	�$&���$& ]�YB�$ ����=�����>N3��Y��B<$&�R	
��B<��B ∇ � (rp) � r � ∇p
�

p∇ � r $,3 Z<��� %$,
	R!$,E 2�����\B�$,3D3���B��\B�$,�$&-	�<�%B�$C3��d$&-�� �Q�*�?�v��G�� Z<=<$&B�$�$&��-,��6@<�6���$�-&�� \�

∫

r � ∇p B �
= 	

∫

rp B a − 3 (κ − 1)U , �Q�*�?�v��S��

$&�"B�����B<$�3�� $&��$,��.!# �%���R	�$,��[�dB�$,3 �����
	�$& \� Z[�4E� =<� �R����Zb��36�6	
�!��Z���-&�Y$&�
	 !�dB<��B<�dZ ��

U =
1

κ − 1

∫

p B �
. �Q�*�?�v/�M��

9A���R	
��B<��B�$&�A-&�� \��3���Z��$&�
�&!���\>d3���B�$&�<�
��B<��BY��$A	��� \���]�
��$& 2Z<�$ ��=.3����;$&�%3���0 ����?	�$,E��B�$,3 -&=<$,�Zb�
� 3 ��=�$C��$��$��<$,�$&�b��_ ��;3�� 	��4�?	�� �.3������R	�$���E�43DB<$���=�Z $, �<-,��$CB�$,3 3��4B<�dB�$,�$&-	�<� B<$�3�� $&-�� �Q�*�?�v��S��A��$
�4��=.3��?�

� ���<�43� %$&�?	�$��[3��d��$��*=���B<� ���?	�$���E�43WB�$�3�� $&-�� �Q�*�?�v��G�����$�Z<=<$&B�$�363�$,5�� ��43 �4��$���3��
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∫

ρr � ∇φ B �
= − G

x
ρρ ′ B � B � ′ (r � ∇)

1

|r − r ′|
,

= − G
x

ρρ ′ B � B � ′
(
r ′ � ∇ ′

) 1

|r − r ′|
,

= −
1

2
G

x
ρρ ′ B � B � ′

(
r � ∇ + r ′ � ∇ ′

) 1

|r − r ′|
,

= −
1

2
G

x ρρ ′ B � B � ′

|r − r ′|
,

≡M ,

�Q�*�?�v/.� �

��=�$�B<$���-&=�$,�B��]��3��2$&-�� �Q��G��vG���E$,Z��$&��$&�?	�� 3��d$&��$,��.!# �%B�$��� \�4��$�B<$,3 �
���
	�$& ]�?�
� =��
	
�6	�=.>*$&�<B��J3��N$&-�� �Q�*�?�v�*� � �`3��N$&-�� �Q�*�?�v��S�� >+3��"$&-�� �Q�*�?�v/.� �%$&� 3��N$&-�� �Q�*�?�v��G��2��$]��@�	
��$&��$)$,3

� � %�"
��� � ��* "�*-��# � ' � ��#&��"

1

2

B 2I

B t2
= 2T + 3(κ − 1)U + M . �Q�*�?�v/����

Tarea 9��� �+��%$# �����&�0���&! # 	� �+� ')��������� ����� '�	���* # �+��6 �Q��8.� � � # #�')�+���,�&!+��*������
*&!5� �+��%(�

ρ
B � µ

B t = −
∂p

∂xµ
− ρ

∂φ

∂xµ
. �Q�*�?�v/�/��

� '�	 ��� #�	
���+������ 	���+��6 �Q�*�?�v/�/�� # ��* xν
� ���0���-. *+�������!5����*�� ��� �"� ��	 32��	 ' %(�&� � ')� � � ' #AC	� % +!+

�"� . �! !5� ��� �����&� �
∫

ρxν
B � µ

B t B
�

= −

∫

xν
∂p

∂xµ
B �

−

∫

ρxν
∂φ

∂xµ
B �

. �Q�*�?�v/�8 �

7 z/8 � ')�&!���*��� ')�
∫

ρxν
B � µ

B t B
�

=

∫

ρ
B
B t

(
xν
B xµ

B t

)
B �

− 2Tµν, �Q�*�?�v/�H��
�&� �������"�,��	 ���&��!5��*

Tµν =
1

2

∫

ρ � µ � ν B
�

, �Q�*�?�v/�G��
*+� #�*+�&!5�&�0�����	������&�"!5��* �4�"� �&����*-. �"  �����C��������+ 6��C�.-��+�1-�� 	� �+���0��*+��+�������� ���,�&!����4���&��!5��*,�"

e4fhgjilk m�n o;pqsrKtvu w�x y�zRtv{Q|Ky~}~�
< � tvu w�x y���� �v� uvy �v����� � {j��� � �4� >



124 V ESTRELLAS

	� �&����*-. �"  �����,��������+ �"��	>!-��!����&% 

Tµµ = T =
1

2

∫

ρv 2 B �
. �Q�*�?�v/*� �

7 z z
8�� ���  � ')�� ����	 ���+��*+�&%  �������' !&! %(')�&!���*+���')�

−

∫

xν
∂p

∂xµ
= −

∫

pxν B aµ + δµν (κ − 1) U , �Q�*�?�v/�T��

����������	���&����*-. �"  ���0����*&�� ����	 !-��!����&%( �&!��$�������0#���*

U =
1

κ − 1

∫

p B �
, �Q�*�?�v/�S��

#A+*+ ' � . �!+#���	
� ��*����#����+� ��� �" �������+�
κ
6

7 z zVz�8 �C�&% '��&!���*+ �+���  � ')�"���� 	� �+��6 �QG��vT�� ��')�,��	 ���&��!+��*

Mµν ≡ −

∫

ρxν
∂φ

∂xµ
B �

= G

∫

B V B V ′ρ(r)ρ(r ′)
xµ(xν − x ′

ν)

|r − r ′|3
. �Q�*�?� 8RM��

� ��� �&!���� %(')�&!���*+���')�C��	 ���&�"!5��*
Mµν

�&!4' � ���&��!5��* !-��% �����*����+��6 � '��&!���*+ ���% ��� ��&� � ')�

Mµν =
1

2
G

∫

B V B � ′ρ(r)ρ(r ′)
(xµ − x ′

µ)(xν − x ′
ν)

|r − r ′|3
, �Q�*�?� 8<� �

� �+��%(�C	� �+���0��*+��+��������

M ≡ Mνν =
1

2
G

∫
ρ(r)ρ(r ′)

|r − r ′|
B � B � ′, �Q�*�?� 8R���

*+� #�*+�&!+�&�$��4	� �&����*-. �"  ���4�%(+*�*+�,�"��	A!-��!����&%( # �&�0�������+�&!4��	 ���&��!5��*
Mµν

!+�C���&����% ���� ��	
�����&��!5��* � ��� �&����*-. �"  ���,�%(+*�*�� ����	>!-��!����&%  6

7 z�� 8�� ��� ���)�����&!���� %(')�&!���*+���')�
∫

ρ
B
B t

(
xν
B xµ

B t

)
B �

= 2Tµν + δµν(κ − 1)U + Mµν −

∫

pxν B aµ. �Q�*�?� 8R/��

,)�0! ' # �����&%(��! � '�� 	� #�*+�&!������� & � # ��* 	�������$��� 	�4���&��!-���"2� ���% ������&� & !+�����'�	� �&� 	� !�' # ��* � ������ ')����+����C+	 32��	 ' % �&� ����. �! #0�&�0�������+�&! 	� ���0���-. *++	A����	"	�����4����*+�+�1-��4��� 	�C�+��6 �Q�*�?� 8R/�� !5����0'�	� 6
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��!��" # �+��%(� ��	 	����� ����*+�+�/- � ���4	� �+� ')��������� �+���0�����&��� ���&��!5��*��&!4!���% �����*����+��! # ���+�+�&!5+*����% �&�$���(��	
���&�"!5��*,����	>	�2�"� ��� ��'�����*+��� ��� �&!��� �+� ')��������� �&!�!-��% �����*����+�

∫

ρ
B
B t

(
xν
B xµ

B t

)
B �

=

∫

ρ
B
B t

(
xµ
B xν

B t

)
B �

. �Q�*�?� 8�8 �

7 �08 �����
	
���������� 	�E!-��% ����* �"  �"��	0���&��!+��* �"�A	� �+��6 �Q�*�?� 8�8 � %(')�&!���*+�� '�� �&!���� %���!&%(� ���&�"!5��* #�')�+����&!5��*������
*&!+�C�+��%(�
1

2

∫

ρ
B
B t

(
xν
B xµ

B t + xµ
B xν

B t

)
B �

=
1

2

B 2Iµν

B t2
, �Q�*�?� 8RH��

�&� �������"�,��	 ���&��!5��*C��� ������*�����
Iµν

�&!��"� ������ # ��*

Iµν =

∫

ρxµxν B
�

, �Q�*�?� 8RG��

� �&!C��5	 � '���!5 ����! � 2�+�
I = Iνν =

∫

ρr2 B �
, �Q�*�?� 8?� �

�&� �������"�
I
�&!1��	 % ��%(�&�0������� ��� ��*+���� 6

�C� 	� �+��6 �Q�*�?� 8R/�� � 	���+��6 �Q�*�?� 8RH�� !5� ��� �����&� � ��	 teorema virial en su forma tensorial

1

2

B 2Iµν

B t2
= 2Tµν + δµν(κ − 1)U + Mµν. �Q�*�?� 8RT��


  �+���$��*+��+�������� ����	� �+��6 �Q�*�?� 8RT�� #�*+�)�0')�+� ��	 ���+��*��&%( ����	 3 �
*���+	;�&!5�++	�+*

1

2

B 2I

B t2
= 2T + 3(κ − 1)U + M . �Q�*�?� 8RS��

7 � z/8 �>��� 5	�% �&�$��� # ' ���
	
��������"� 	� �+��6 �Q�*�?� 8�8 � # � ��� � ')+	 � '�����* ����*+ % �����*+ # %(')�&!���*+ ��')� ��	
%(��%(�&�0�������.$'�	�+* ����	>!-��!����&%( !5� �+���"!5��*�3��# �&! ���+���
*

B
B t

∫

ρ

(
xν
B xµ

B t − xµ
B xν

B t

)
B �

= 0. �Q�*�?�vH�M��

§28. Generación de reacciones nucleares
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	�$,� %����=�-,3�$��4�$&�)�$���������$&�CB����<B�$�3�� Z�E$&�
�&!���N$&��B��� 2���[�4B[� Zb���Z��$&�
�&!���N	R!$,� 2��-��?�b^X$ ��$&- ���%=��
-&��3�� Z[���"$,3�$,5�� 3��]	�$& %Z $, � 	�=�E� �?=���$&�+�Y��=J5*$ �%����-,�$& \$&�R	��Y3��]	�� � �YB<$��*$&��$,E��-,�&!��� B�$2$&��$,��.!# �
	�$,� %����=�-,3�$��4�>2Zb�� 3�� 	����?	�� 3���Z<�$&�
�&!���]	R!$,� 2��-�� �hZ��$&���&!��� $&� B<$&���
��B<��B B�$C$&��$,��.!# � �;��$�$,3�$,5�� B<$
	�� 3  \����$,E� ��=�$���$�$,5?�6	��%=��)-&��3��4Z<��� ��E�,5��6	���-,�����<�43h�

� �N$&��$,��.!# �(	R!$,� 2��-��7$&�
Zb$&-�!# �<-��7-&���?	�����B��J3���� 	
�$&���� �4B<���dB�$]36�6@ $,�	��4B B.���
Zb���.�6@�3�$&�2B<$\3����
Z[�4�	&!# -&=.3�����$&�
	 !�dB<��B<� Zb��

E � =
3

2

k � T

µm
, �Q��T���� �

>]3�� $&�<$,��.!# �2���?	�$,��<� U $&��	�!�2B<��B<� Zb��

U = C � T, �Q��T��v���

B�����B�$ C � $&�Y$,3�-��43���)$&�
Zb$&-�!# �[-&� �J5*��3�=< %$&� -&������	��4�?	�$ ��=�$J$&�
	 !�+�$,3���-,�����<��B�� -&���s$,3�-��43���
$&�
Zb$&-�!# �[-&�]� Z�E$&�
�&!���"-&������	��4�?	�$  %$&B.�����?	�$�3�� �$,3���-,�&!���

Cp − C � =
k �

µm
> κ = Cp/C � . �Q��T��v/��

^�$�$&�
	��  \����$,E� 3��d$&�<$,��.!# �d	R!$,� 2��-��2>Y3�� ���R	�$,��[�2$&�
	 !���"E$,3��4-,�����[�4B[�4�� \$&B.�����R	�$

ET =
3

2
(κ − 1)U = −

1

2
E � ��� � , �Q��T�� 8 �

B�$���-&=�$,�B��]�43D	�$&���$& ]� 5?�6���� 3 Z[�4E� =��[� $&�
	
�$,363�� �b$&-�� �Q�*�?�v��H���� _D���3��2	����R	�� � 3��d$&��$,	�.!# �%	���	��43 B<$
=��<� $&�
	
�$,363��%$&�
	 !�dB<��B<� Zb��

E � � � = U + E � � � � = −
3κ − 4

3(κ − 1)
E � � � � . �Q��T��vH��

^X$ $&�
	��X ]�4�<$,E� ��-&=<����B<� κ > 4/3 $&�R	�����-&$&� U > |E � ��� � | >�Zb��`3��X	��4�?	������X$������	�$�=�� -&��3��4Z<���
��E�,5��6	��4-,�����[� 3h� � ��� $& @ � 	�*�J-&=<����B�� 1 < κ < 4/3 $&�R	����<-&$&�23��($&��$,��.!# �7	���	��43 $&�d��$��R�4	
�65��J>
� 3���� �<�4@b$,%��= �[-,��$&�R	�$NZ��$&�
�&!��� 	R!$,� 2��-�� � U < |E � ��� � | � ��$ �*$&��$,E�J=�� -&��3�� Z[��� �� �,5?�6	���-,�����<�43h�
�W� 3����d$ 	l$& %Z�3����dZ��$,5������d��$��<�N-&�����
��B�$,E��B�� �R����$&� Z �  � 3����d-&=<�43�$&� κ = 5/3 >FZb�� 3��(	����?	��
�����a���<$&�
	��4@�3�$&� >F-&���R	
���X!=<��� -&��3�� Z[� !�4�<B�����$�� �����+$& @[�4��*� � $� ���
	�$]��	
E�)���6	�=<��-,�&!��� Z[�4E�Y3�� -&=<�43
κ = 4/3 � �W�
	�� �?-&=.��$�-&=<����B�� 3���Z<�$&�
�&!���]$&�
	 !��B��� %���<��B<��Zb�� 3���E��B.����-,�&!��� B�$ 3���$&�
	
�$,363�� ��@<��$&�
Z �� Z��$&�
�&!��� B�$��*$&��$, � 	
�65��(�$,3��4	
�65����
	��(-&�� %�)5*$,E$& %���  \������B�$,3����?	�$�� �W�
	���� $&�
	
�$,363���� �$&��=.36	����
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	��� @��E!$&�(����$&�
	��4@�3�$&�&�
9;=<����B�� ��$ ���� �����[��=��]-&��3��4Z<��� ��E�,5��6	���-,�����<�43 �CZ � �	
�6 B�$�=��<����=.@b$ B<$ �R���;B.�60K=<���C3��� ]�,>*��

Z � �	�$XB<$�3�� $&��$,	�.!# � ��E�,5��6	��4-,�����[� 3W$&�;E��B.����B<� >\3���Z<�$&�
�&!���)-&$&�?	
E�43 >%3�� 	�$& %Z $, � 	�=�E����$X$,3�$,5����
�[�4��	�����=�$\��$%B<�Y3�=��R� %� 0K=����&!���+	�$,E %����=�-,3�$��4�� �`3 $,3�$& \$&�R	��J ]��� �4@<=���B[�4�?	�$Y$&� $,3 =����65*$,����
� ∼ ��M � �X$&���.��B.�!��*$&�<�)>7Zb���3�� 	����R	��N3��]�$���-&-,�&!��� 	�$,� %����=�-,3�$��4d� �?=�$%��$2B<�Y���� �*$&� $&���]3��
0�=��
�&!���]B�$ ����B.�!��*$&��� $&� ��$,36��� ��_ �4E��$&�
	�� ��$A�$���=.��$,�$ 	�$& 2Zb$,E�4	�=.E��� B<$,3[���B�$&�\B�$ �&M � � �?� $&�
	��
	�$& %Zb$,E�4	�=.E� $,3 �R�4� ��$C$&��-&=�$&�?	
E�d�436	��4 \$&�R	�$������.� � ��B�� � _ �4E� $&�
	
�$,363���� -&�� \� $,3 ����3 ��3�� �$���-&-,�&!���
 ]���A�� 2Zb���	����?	�$�$&�A3�� � �
, � � � � � �

p + p −→ D + e+ + νe

p + D −→ He3 + γ

He3 + He3 −→ He4 + 2p, �Q��T��vG��

��=�$ �*$&�<$,E�7B�$,3 ���B<$&� B�$)��G . G ' $,UVZ ��\-��4B[� He4 0���� \��B�� � � �
	��F$���=.�65��43�$J� ∼ 0.007mc
2 �

B<����B�$ m $&�]3��a \�����7���.��-,���43�B<$"3����Y-&=<�4	
��+Z����	�����$&� =�	
�636� � ��B����)$&� 3��a-���B�$&�<�?� � �F	����4�FB�$
-��� @����2B<$�3�� $&�<$,��.!# ���*$&��$,E��B<� $&� ε ∝ ρT4 �h3�$,> B�$ � ��36	��� ]�4�)Z[�4E��=<�)-&=�$,�Zb� ��$����� � >]	
��$&��$
=<� 5��43���CB�$ ∼ �&M − � � � � − � Z[�4E� $,3D����3h�

IA$���-&-,������$&�W \��� $&��$,	�D!$,	
��-����W������363�$,5���B<��� ��-��4@ � ���
��$&��B�� $,3 ��*�� #&% � � � �O9A�4�@�!��� � �A�6	
�!��*$&�����
� ��� �*$&��� ��3��] \���C�� 2Zb���	����?	�$dZ[�4E�]$&�
	
�$,363����  \���
�65��4��� �W�F$&�
	�$d-������ 3��\	�� � �]B�$d-��� @����)B�$ 3��
$&�<$,��.!# �2$&�
Zb$&-�!# �<-�� �*$&��$,E��B<�d$&�
	 !�dB[�4B[� Z �� εCNO ∝ ρT15 �

� � -&������$,�5���-,�&!��� B�$73�� $&��$,��.!# � �*$&��$,E��B<� $&� $,3����R	�$,�����7B�$J=��[� $&�
	
�$,363�� B�$,@<��B<�L� ��=��
E$��4-&-,�����<$&�X��=�-,3�$��4�$&�XZ<=�$&B<$�$&��-,��6@��6E��$�-&�� \�

L =

∫

ρε B �
= 4π

∫

ρεr2 B r,

$&�YB����<B�$ L $&� 3���3�=< 2�������
��B[�4B)> ε $&� 3�� $&��$,��.!# � $&�
Zb$&-�!# �<-�� �j$&��$,��.!# � Zb��;=<�.��B<��BYB�$� ]����� �WZb��
=<�.��B<��BYB�$�	
��$& %Z � �?=<$ ��$ �*$&��$,E��B<$&�R	
�� B�$ 3���$&�
	
�$,363��?���W�
	��+!=.36	
�� \� $&-&=<��-,�&!��� $&� -&�� !=��� \$&�R	�$
$&��-,��6	��d$&�)0���� ]� B��60K$,�$&�<-,��� 3 >Y�$,Z��$&��$&�R	�� 3�� � � "	� � " � ������� ��* �%�� , � � ' � "�� � � ��" � � ' � ��#&��"

B L
B r = 4πr2ρε. �Q��T�� � �

� �Y$&��$,��.!# � �*$&�<$,E��B<� $&� $,3 ���R	�$,����� B<$,3 ����3 $&��-��4Z[� B�$,3  2���� \� B�$,@���B��(�]E��B.����-,�&!��� -&$,�-�� B�$,3
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��!=�-,3�$&�2>)� -&���?5*$&-&-,�&!���F$&�)3���� Z[�4�	�$&�  ]�4� $��	�$,��[�4���
� �)-&=[� �	�� > !=.36	
�� ]�)$&-&=<��-,�&!���LB�$\$&�
	
�=�-,	�=�E�)$&�
	�$,3��4d	
��$&��$ ��=�$%5*$,d-&��� $,3 	
 �4�<�
Zb���	�$\B<$

$&��$,��.!# �dB�$,3b-&$&�?	
�� �<��-,��� 3�� ��=.Zb$, �<-,��$CB�$X3�� $&�
	
�$,363��?� �W��	��d-&����$&�
Zb����B�$���	
E�����
Zb���	��4�$&��$,��.!# �
Z ��)-&���<B�=�-&-,�&!��� �X-&���R5*$&-&-,�&!��� >���� E��B.����-,�&!��� B�$73���� Z � �	�$&� -&$&�R	
E�43�$&�(B�$7=��<�+$&�
	
�$,363�� �[�4-,���
��="$� 	�$,�������b^X$�$&�
	���� 0���� ]�4� B�$�	
E�����
Zb���	�$�$&��$,��D!$,	
��-&� � 3��d-&����B<=�-&-,�&!���(> 3�� E��B.����-,�&!���7���%�����
 =�>�B.�60K$,E$&�R	�$&�&� � � -&����B�=�-&-,�&!��� ��363�$,5���B<�C�4-��4@b��Z<�����-,�6Z[�43� %$&�?	�$;Zb�� $,3�$&-,	
����<$&���*-&�����
���
	�$ $&� �?=�$
$,3�$&-,	
�����$&� -&���2$&��$,��.!# ��� $,3�$,5���B<��� Z<���5*$&�.��$&�?	�$&�;B�$;�$���������$&� -��436��$&�R	�$&�;-&��36���
������$&�Y-&���2$,3�$&-,	
E����$&�
B�$A$&��$,��.!# ��� @ � 	���� ��=�$A��$;$&��-&=�$&�?	
E���\$&� E$���������$&� 0K�!# �����*	
E������ %�6	
��$&��B�� B�$;$&�
	��C \����$,E��$&��$,��.!# �
> $,3�$,5��4�<B������&!# 3���	�$& %Zb$,E�4	�=.E�?� �W�d$,3.-��4���XB<$ 3�� E��B.����-,�&!��� �R����� 3����`0K��	�����$&� 3���� �?=�$;��$ $&��-��4��R���
B�$�$&��$,��*$,	
� �4�  �j-��43�$&�R	��4 � 3�����Z � �	�$&�  %$&�<��� $&��$,�� !$,	
��-���� �h0K�!# �4� �AB�$�3��2$&�
	
�$,363��?�

�`3D-&���?	�$&�.��B��\$&��$,��D!$,	
��-&�]>]$,3 -��� 2���<�d36�6@��$� \$&B.��� �h�h� $��<3�� B.����	��4�<-,���dZ���� \$&B.��� ��=�$��$&-&���E$
=��<�AZ � �	&!# -&=�3��C$&�R	
�$;B����`-&��36���
�����<$&� ��=�-&$&���65���� � B�$ 3����W$,3�$&-,	
�����$&� >����X3���� 0K��	����<$&�W����� 3����`0���-,	����$&�
�?=�$XB�$,	�$,� %���<���]3���$��<-,��$&��-,��� B�$,3 	
E�����
Zb���	�$X$&��$,�� !$,	
��-&� � � ��$&��$,��.!# � 	R!$,� 2��-�� B�$ 3���� $,3�$&-,	
E����$&�
� = (3/2)nk � T ��$&�� =�- ���  \�&>*�� �?=<$ 3��]$&��$,	�.!# �]	?!$,� %��-��YB�$ 3�����0���	�����$&� � = � T4 � † � _D�����	
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L = 4πr2 (F � � � � + F � � � ) = −
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κ � � �
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κ � � � �
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§29. Modelos estelares
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§30. Presión degenerativa
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B�����B�$ µ = M1M2/ (M1 + M2) $&�23��J ]�4�E�(�$&B�=�-,��B<� � M1,2 ����� 3����\ ]�4�E�4�\B�$ ���6���=��\� >
���6���=�� � E$&�
Zb$&-,	
�65��� %$&�?	�$�> a = a1 +a2 ��9A���]$&��	�� >\=.	
�636� � ����B��2$,3 ��$&- ���dB�$ ��=�$ M1 ≈ 2M�

$&�R	�����-&$&�W��$ ��@�	
��$&��$ ��=�$ M2 ≈ 1M� ���  @[��� $&�
	
�$,363����W����� B�$ -&��3���`@�3�����-&�X =.>��
�� 2�63��4���_ �� 3��
	��4�?	��C3���	�$& 2Zb$,E�4	�=.E��B�$ ��= ��=.Zb$, �<-,��$;B�$,@b$;��$,W�
�� %�63��  � T � � � ≈ �&M � � ��Zb$,�����=�� 3�=� 2����������B<��B�$&�
B.���<$,�$&�"Z ���=��)0h��-,	����B�$ ∼ 104 �[^X$��
�?=b!# �?=<$�-&�� %�2$,3 �<=�	
�d	���	��43 B�$�E��B.����-,�&!���(B<$�=��"-&=<$,�Zb�
��$����� F = σT4 ��$&�?	�����-&$&�

L = 4πR2σT4. �Q/.���vT��

_D���3��]	����R	�� R2 ∼ R1/100 >N���&!# ρ2 ∼ �&M � � �  −
�
� -&���(3�� -&=<�43W��$ ��� �<$,�$ ��=�$ ���6���=�� � $&��=<�<�

$&�<���<� @�3�����-��?�
� ���%$&�<���<���\@�3�����-����]Z����B�=�-&$&� =<� -&������ %��$&�R	�� �43 ��
	
� ��E�&5?�6	���-,�����<�43 z ∼ 10−4 �?=�$"0K=<$

B�$,	�$&-,	���B��N$&�F3��YB !$&-��4B[� B�$d3����%�&S�G�M � �  %$&B����4�?	�$%��@[��$,�5��4-,�����<$&� $&��Z $&-,	
E����- !��Z���-����&� � ����3h!# ��$����
B�$ He ������$ ��@<��$,�5���� $&�]$,3 $&�
Zb$&-,	
�� B�$ 3��4�;$&�<���<��� @�3�����-����AB�$,@���B<� � �?=�$X$,3 He $&�  \��� B<$&�����
�?=�$\$,3 H >(Zb�� 3��)	����R	�� �W��$ �?=��<B�$%$&�+3�� $&�
	
�$,363��NB�$,@���B<�(�43 0�=�$,�	�$%Zb��	�$&��-,���43 �� �,5?�6	���-,�����<�43h�
� ���d$&�<���<��� @�3�����-����2����� $&�
	
�$,363����2-&�� =��<$&�d$&� �?=�$&��	
E� �R�43���� ���J-����
���
��$& 2Z<�$\��$\3�$&�d��@[��$,�5��
$&� �����
	�$& \��� @����<�4������ �hZ �  �"��$, Z�E$&-,���������W�
���
	�$& ]�4� @����[� ������ � % � � � � � %�' � # � � ��� %�' � $&� B�$&-,�6
$&�
	
�$,363����C@����<�4����������\ =�>)-&$,�-����<���X$&�?	
�$ �&!# �?-&�� %�\3��2B�$����6���� �E� �`3 ����3 ��$ -&���R5*$,�	
�6.!�Y$&�(=<�<�
$&�<���<� @�3�����-��d$&�N=�������-,���<-&�\ %�63D 2�6363�����$&�XB�$�� �����X�4Z����� �� \��B<�� \$&�R	�$��

§32. Estrellas de neutrones
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	 � � �.� ���	� � � � � � � � � � ��� �	)
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† ����� �5����� �� "����A%���� ��� ���#� �����(";�5���(���A��?��5� ������&(�A����� C� 8 ��"�� , ���)� / � &(�?� F#����� ������&(�A�����C� 8 ��"��)� � B &(���*�IC�)� @
�(� 8�B �$&!� �(�&!��@�/ �����A";�?��5� @ �$�!"): ���(�������� �� F�&(���#"$� � ����("$�5���(������?��5� �)� B �)�(� & �'�*&!��/ C�$� ��������H�*� B �$& �#"$���)@A�?�H�5�����
���"����A%���� 9 %����H�*� B &(�A���"$� B �)& �� /��$&(�*�)� 8 ��"��)���� 8 �)��:

e4fhgjilk m�n o;pqsrKtvu w�x y�zRtv{Q|Ky~}~�
< � tvu w�x y���� �v� uvy �v����� � {j��� � �4� >
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��$& 2Zb�� \$&B.��B�� �CZ[�4�	
�6;B�$,3  \�� %$&�?	���B�$ 3���$� Z�3����
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M � � ���

M � � � � =
4

3
πr3ρ � � � = M � � ��� , �Q/�/���� �

$&� B����<B�$ ρ ��� � �$,Z��$&��$&�?	��J3��FB�$&���
��B<��B B�$,3C %$&B.��� �� @<��$&�R	�$ ��=�$"���� �����[� 3� \$&�R	�$J$&�?5*��365 !# � �
3��a$&�
	
E$,363�� �4�?	�$&�)B�$(3��+��=.Zb$,���� 5��?� ^X$&�
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E� $&� 3�� �?=�$
��$ -&������-&$"-&�� %�F3��(0�����$)B<$ � � ,
% � � ����� #&%�" �j�J0h����$"��B.���4@A!�4	
��-�� �]$&� 3�� �?=<$ 3��7$,5*��3�=�-,�&!��� B�$,3
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0�����$��b���?	
���B�=���-��� %����$,3 -&����-&$,Z�	��)B<$ � "
� ' * �%�� , � ��� � � � � �hZ�E$&�
�&!���FE�� �E� � �
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��$& %Zb� ∆t $&�
	 !��B<��B���Z �� � ∆t×∆a �*$&�2B�����B<$A3����436	�=.E��B�$,3[-,�636����B.�� $&�
	 !��B<��B<�XZb�� � ∆t

>]$,3�!�4�$�� B�$���=Y@ �4��$�$&� ∆a � �`3  %�� \$&�R	�� m � �?=�$�-��4��R� 3��  ]�4�E� B<$ �R����-&���?	�$&�.��B<�%B�$&�?	
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E�dB�$,3 -,�636����B.�� � 9;�� %� 3�� Z��$&�
�&!��� $&�A \�� %$&�?	�� Zb��;=<�.��B<��B)B�$X	
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=��.��B<��B"B<$N!�4�$�� $&�?	�����-&$&� 3�� Z��$&�
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$ p � � � �?=<$�$ 	l$,�-&$�$,3 	l$,	��43 $� Z[����B�$,���$�����@��$�$,3
 %$&B.��� ��=�$�3�$����B�$�� $&�
	 !�dB<��B<� Zb��

p � � � = ρ � 2. �Q/�/��v���

_ �4E�%-�� 3�-&=�3�� �3��dZ��$&���&!���(B<$ $& %Z<=�	
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�$,363��Y ]�4� �R���C���R	�$,E$&�
	�$,3��4 �CZb�� ρ ��� � >7�
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† 9�� ���"$�'%���� ��� B &(�A"$�$�*�-��� �?� ������&(�A����� C� 8 ��"����*�0�����;/ ����"���FG�+�� 8 �)��$&!� �)��(� ���*� 8 ���?� & �*� r ∝ tα @���)�#��0���
C� �#���?";������*� 8 ������&(�����)� α ��� ��#�'";�5��� �!�����(�5: � C� �*�?"$� 8 �����(� ��� �(��%�����$&(�����I"$� & %��� �*�#���("����?� 8 �5�6�0���'���� �!�)��"$���0�� �!���
8 �)���;&!�H%A�� ��� �!�'�*������";&(� 8 �$�A�(��"$�)� �����(��� 8�B � "$� 8 � tα �����(�5�#";���=���5� / ������&(���6������)�6"��)���(�����)�����������&(�A����� C� 8 ��"����
B �;& 8 �)��I"$���D"$�)��� �!���A�(�$��:

e fhgQi1k m�n o;pq r tvu w�x y�z?t {Q|Ky~}6�
< � tvu w�x y���� �v� uvy �v� ��� � {h��� � �4� >
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	�$ �R��� ����@��$2$,3 �$& \����$&�?	�$%$&� ρ ��� � � 2 = ρ ��� � �r

2 -&��� r 3��
B����
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ρ ��� �
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� �
	�� ����3�=�-,�&!��� $&� ��=.	����?�
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	�$�	
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Tarea 10�>�� ������ ��� �/-�� � '����&! ' �� ����!5�+���0�����0'����"2� -�����*+�)�����4��%����+ 6 �����/- �(��� ����*+��%(�)���2#>	�+! 3�+*��
����	��&! - ����*+�)�����4��%����+�! 7 #�*+�&!-������$# ���&%(# ��*+ ��'�*+ # �&�$��*���# �" �#,32��	�� �����"2� #1������6 8 3�+* �" +� ����%(�����*�
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��� � � � ���%(�&�0��� ����	/. ��� 7 # 5*� � ����
	
� ��+* � �+	�� '�	���!�%( ���&% � �����+��! 8 6 ,�� !5�4! ' # ����� ��')� 	� ������ ���
�1-�� � ')� �&! �&!���2������� 5*&���# � 6 ��6

∂/∂t = 0
# �&�0�������+�&! �&! ��	�+*+�� '�� �&� ��	;%(+*+�+� ���C*+� � ��*+�&������ ���

	� ������ ���C�1-�� ��')� #���	 � ' � � ���1%(�!5 ρ �
# ��	 � ' � � ��� % ��%(�&�0��� ρ � 2 + p � ��	 �A' � � ��� �&����*-. �" 

ρ � ( � 2/2 + w)
�"� ���&� 3�+*���+* ��� % +� ��*+(�+���$������')� ��*+ 3;��&! �"�C	� ������ �����/- � ��')� † 6 �C���&!���

% �����*+ #E!-�C��	�!�' �A�" �������+��� ��� *+� #�*+�&!+�&�$���� �+��� ' ������� 	���! 	������! ��� 	�������� �"� �/- � ��')�

† � ��&!� 8 �5� �*&!� &���� �(�����	���E"$�)�*� ����� ��� 12���� 8 ���(��@AF���� �!��"$�)� �(� 8 ��&���� �I";�#�5";�IC�)� ��H";�5���(���A��?��5� @�I"): , D 3 : D59�@� �����(�
	�&!��&(��� �*�)F&(� �� /��)��� 8 ��� B �I%�����
��� � %����D� �*&!��/�����(� �?� �*� B �$& �#"$��� ��� �����(";�5���(���A��?��5� : � �;F#���� � %����
∂/∂t = 0 �����(�5�#";���

∫ ����/ (ρv) ��� = 	

∫

ρv � � a = 0,

��5���� a �������E����� 8 �$�A�(� ��� C��&(�I�+���)& 8 �)� ��� /��)��� 8 ���D���H�����(�
	�&!�5"$��C�5� : ���5"$�����#�����(������$& �-"$�;&(� �?������ 8 �����*���5����
���� /��5��� 8 �$� @�?� �����(�
	�&!�)�E�*�'&(����#";��� (ρv)1 = (ρv )2

@��� ��)�#���H���)���*��FEC� �#���?"$�$� 1 � 2 &(� B &(���*�$�A�!���D"��5��+���� ���
���)�'�?�)��)�H��+�?� ����("$�)�A�(���A�������)� : � � �(� 8 ��� 8 � �*� B ��I����#�5";�$& B � &!� ��� "��)�*� ��+�?���'�I"$���5"$���5����H���-"$�)���*�$&*/5�5"$��C�5�
�� 8 � 8 �$�A�(� � ����$&�	C� � B ��&!�'�� �������� � ���+%���0�*���)F��(������0���=%A��0���5� �#� 1 �5�=&(��� B ��";�(��/ �5� ��� 8 � 8 �����(� � �$���$&�	C� �
��$FG���	�*�$& "$�5��*�$&*/ �)��)�0�+�*&!��/ C�������H�?� �5�#��-��'" ��A%A��5:

e4fhgjilk m�n o;pqsrKtvu w�x y�zRtv{Q|Ky~}~�
< � tvu w�x y���� �v� uvy �v����� � {j��� � �4� >
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ρ1 � 1 = ρ2 � 2 �Q/�/�� 8 �
ρ1 � 2

1 + p1 = ρ2 � 2
2 + p2 �Q/�/��vH��
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1 + w1

)
= ρ2 � 2
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2 + w1

)
�Q/�/��vG��
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� 1 > � 2

6�� ���&% �+! # ��	 � ' � �0#A�!5 ��� ' � �&!������� !�' # ��*&! ��������+� �&� ��	 	�����
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c = (∂p/∂ρ)s = κp/ρ
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7 z zVz
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p �	� = αp2

#;�+���
α
' �  �+����!�����0���(��� #�*+��# ��*+��������+	
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E � =
1

2
M ����� � 2 =

1
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(
4π

3
r3ρ1

κ − 1

κ + 1

)
�r
2, �Q/�/����&���
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κ − 1
=

4π

3
r3 αp1

κ − 1
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E
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A
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A =
3 (κ − 1) E

4π (κ + 1) ρ1
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e4fhgjilk m�n o;pqsrKtvu w�x y�zRtv{Q|Ky~}~�
< � tvu w�x y���� �v� uvy �v����� � {j��� � �4� >



146 V ESTRELLAS

� � ')��	���! #�' �0����! . �+��% �����*����+��!
r(t)

����	��/-�� � '��C��32��	 ')���������� �&� ��	 �����&%$# ���+��% �

r = ζ

(
E

ρ1

)1/5

t2/5, �Q/�/����&G��

���������
ζ
�&! ' �� �+����!���+�0����6 � ��%$#A+*+ �&!���� *��&!�'�	 ������C�+��� ��	"!5�&�����
	
	��4��4�+	
��!-��! ����%(�&�"!-������+	

-��+�/- �0#A+*+ ��� ���&� ��* 	���+��6 �Q/�/��v/�� 6
� ��� �$& \����$&�?	�$&�;B�$X��=.Zb$,���� 5��������Y-�� Z �4-&$&�AB<$ $&��$,��*$,	
� �4� X� 3  %$&B��������?	�$,�$&�
	�$,3��4�-&���Y \$,	��

� 3�$&�  \$&B.�����R	�$\3�� $� Z[�����
�&!��� B�$%3�� ����B<� B<$%-	�<� ��=�$Y�]Z[�4�	
�6 B<$,3 Z<=��?	��($��Z�3������65*� � 9;�� %�)>R�
 %$&��-,�����<�� \��� ���R	�$&���<3�� �� �4�  ]�,>*���!# �dB�$X3�����$,3�$& \$&�R	���� 0K��E \��B����A$&�Y3�� 	
��$,�E� 0�=�$,���� -,�$���B����
$&� $� Z�3����
������$&�Y��=.Zb$,��<��5��7>+3������4�4B<���]�43 $&�
Z �4-,���+���?	�$,�$&�
	�$,3��4) %$&B.�����?	�$)3����%�$& \����$&�?	�$&�\B<$
��=.Zb$,���� 5��?�

§34. Pulsares

� ��� $&�
	
E$,363��4�CB�$���$&=.	
�����$&����$�$&�.0K�!# ���".!�4Z���B[�4 \$&�R	�$ B�$&��Z<= !$&��B<$���= 0���� \��-,�&!���(B�$,@���B��]� 3��
$,3�$,5���B<�($& 2�����&!��� B�$\�<$&=.	
��������&� � �
	�$\$&��0 ����� %��$&�R	��J��$\363�$,5��J�4-��4@b�7� Z[�4�	
�62B�$,3;�X!=�-,3�$&� �[�4-,���
� 0�=�$,E�?� � � 	�$& %Z $, � 	�=�E� B�$,3 �X!=�-,3�$&�2B<$&��-,��$&��B�$�� 5��43����$&� . �&M ��� � $&� ∼ �&M

�
� �<���A>\3�� 	�$& %Z $, �

� 	�=�E��B�$�3�����=.Zb$, �<-,��$C� 3�-������4��5��43����$&� ∼ �&M � � � �W3  �4B���� B�$X$&�
	����;��@�	
$,	����A$&� 	��4�]Zb$���=�$���� �?=�$
3��%3�=< 2�������
��B[�4B+$& 2�6	
��B<�Y$&��B<$& \���
����B��YZb$��?=<$��<�]-&�� %�]Z[�4E�]��$,�B�$,	�$&-,	���B<� $&�73��\	
��$,�E�?� �W��	��
$& 2���
�&!��� $&� Z��$&B<�� 2���<���?	�$& %$&�?	�$�$&�Y$,3 $� 	
�$& \� =.36	
 ��5�����3�$,	�� � � 	 U � >%$&�A�4@<�����@���B[�� \$&B.�����R	�$
� @[�����-,�&!��� 0���	��?$,3E!$&-,	
���-��FZb�� $,3 �.��B��!��*$&��� ��=�$Y��$]$&��-&=�$&�?	
E�($&� $,3 Z<3��4�<�JB�$]3�� �R�43��������?�;_D��
$&�
	��]E� �b!���a$,3 �<=�	
�)��@<��$,�5���B��"$&�a3��]	
��$,�E� $&� $� -&$&���65��� %$&�?	�$]Zb$��?=�$��<� � � 3��]0K$&- �<� ���)$� ���
	�$
=��<�7-,3��4E�J$,5���B�$&��-,���+B�$ E��B.����-,�&!��� 	?!$,� %��-�� �j-&=�$,�Zb�F�<$����� � Z�E��5*$&�.��$&�?	�$JB�$ =��<�7$&��	
�$,363��aB<$
��$&=.	
�����$&���

� ���  \�?B<$,3���� B�$�$&��	
�$,363����XB<$���$&=.	
�����$&��0�=�$,����)E$�� 36� �4�4B<��� Z���� %$,E�� %$&�?	�$�Zb�� $,3 � ��5���!$,	
��-&�
� ����B<��= >Y$,3 �����	�$ ���� %$,���-������ � ����- � >)$&�Y3�� B !$&-���B<� B�$C3������ �<�����&S�/�M � �&� �����"$& @ � 	�*� ����� 0K=<$
�
�������<���
	��d3��%B !$&-��4B[�%B�$ 3����d�&S�G�M � � �?=�$���E��-,������� 3����C���4	R!$,36�6	�$&��B�$�E�,>*��� ��� -&=<����B��]��$���B�$&�?	
���
�<-��4����N� -,��$,�	�����0K=<$&�R	�$&�X-&�� %�2$&��	
�$,363����XB<$���$&=.	
����<$&�&�[^X$���$&- ��� � � ����- � > > � ��B�$�Z��$&B.� 	
$,����
�?=�$"$&� $,3 E$& \����$&�?	�$)B�$)��=�Z $,E����5��JB�$ 3��7�<$,@<=.3������aB�$,3 -���� ���$ 	
�+B<$,@ $, !# �F$&��-&���R	
 � E��$N=<�<�
$&�
	
�$,363��2B<$���$&=.	
����<$&� $&�"��= ���R	�$,�������

� ����$&�
	
�$,363�����B<$ ��$&=�	
�����$&�C0�=�$,����JB�$&��-&=�@���$,�	�����B�$  \����$, �d����B.�6E$&-,	��]Z �� � $,363W>(� $��������
B�$,3 � �4@b��E�4	�������79A�,5*$&��B.���	� B<$d3�� 	 ���65*$,��
��B<��B B�$\9A�� @����B��*$�� ��3 -&�����
	
�=.�6 =��FB<$,	�$&-,	��� $&�

e fhgQi1k m�n o;pq r tvu w�x y�z?t {Q|Ky~}6�
< � tvu w�x y���� �v� uvy �v� ��� � {h��� � �4� >



§34 PULSARES 147

 �4B����\Z �  �%-��4Z�	��4�-&$&�?	�$,363�$&����5*$,3���-&$&��$&�7B.�65*$,��E�4��$& 2���
������$&��$&�N �4B����YZ����5*$&����$&�R	�$&� B�$,3W-,��$,3�� �
��$�B.��$,����(-&=�$&�?	�� ��=�$ $�����
	&!# ���a�43 �*=��<���X0�=�$&�R	�$&�XZb$���=�$��<��� �?=�$ $& 2�6	&!# ���7E��B.����-,�&!���J$&�" �4B����\B�$
 ]����$,E� Zb$,��&!��B.��-��?� �W�
	�� Zb$,�����B.��-,��B<��B $&�DB�$,3R��EB�$&��B�$�� � >CZb����$&$ =��<� Z<�$&-,���
�&!��� $��	
E�����B����<�4����?�
� �
	�������@�	
$,	�����0�=�$,����(���� %$&B���� 	��� \$&�R	�$\���� @�E��B���� � � # ' ��"
� '�� � ���CZ<=.3����4�$&��-&������-,��B�����	
��$&��$&�
Zb$,�����B���� P $&�F$,3W���?	�$,�5�� 3�� � . G µ � . P . H`� � � �
	�$ Zb$,����?B<�)��$ ����-,�$& \$&�R	��Y3�$&�?	��� %$&�?	�$%-&�� \�
0�=���-,�&!���JB<$,3 	
��$& %Zb�\>N$&�(��-����
������$&��	
��$&�<$ �<=�-,	�=<��-,������$&�  =�>)Zb$��?=�$��[�4� �h363��� \��B���� � ��36�6	�-	��$&� �
��=�$;��$;B�$,@b$&�2�A	�$& @�3���E$&�W���R	�$,E����� $&� 3���$&�
	
�=�-,	�=�E�XB�$ 3��X$&�
	
E$,363�� �E��^�$,@<��B�����3�� ��E��� Z�E$&-,���
�&!���
B<$���= Zb$,�����B�� ��3�����Z<=.3����4�$&� �$&��=.36	����(��$,��$,3��
	
$&�X$� -&$,3�$&�?	�$&� † �

� �2 ]�4�<$,E�2$&�(3�� ��=�$ � $,363`>N��$������	�7��B�$&�R	
���[-�� E���+�d3����XZ<=�3����4�$&�C-&�� %�Y$&�
	
�$,363�����B�$ ��$&= �
	
E����$&�A0�=�$C3�� �
� �*=.��$&�?	�$�� �W363������� \�������<�4����7� =�� ��@�	
$,	��%-&�� %Z[��-,	�� �jB.� �R�� %����=��<� $&�
	
�$,363�� � ��=�$
E��	�� @ �R� �W�R	����<-&$&��=.	
�636� � ����B<�"$,3 ��$&- ���)B�$ ��=�$ Z[�4E� �?=<$d=��<�\$&�
	
�$,363��YZ<=<$&B<�\���	��4���$&-&$&���4���� �
 \$&�R	�$d��$�	
��$&��$ �?=�$ 3��Y��-&$,3�$,E��-,�&!��� -&$&�R	
�!# 0�= �R� � Ω2R � � -&��� Ω 3��%5*$,3���-,��B<��B ��� �*=.3��4 � B�$,@b$ ��$,
. ��=�$�3��%�4-&$,3�$, �4-,�&!���JB<$��4	
E��-&-,�&!��� �� �,5?�6	���-,�����<�43 � GM/R � >]Zb���3��2	����?	��

Ω2 .
GM

R2
∼ Gρ. �Q/�8.��� �

^X$]� ��=b!# �?=<$%Z[�4E�)��@�	l$,	���� -&��� Zb$,�����B���� P < � � ��$%��@�	�$&� �R� ��=�$ ρ ∼ �&M �
� � �  −

�
>FZb���3��

	����?	��%$,3 ��@�	l$,	�� �?=<$&B<� ��B�$&�?	
���<-���B��Y-&�� %�2=<�<� $&�
	
�$,363��%B�$���$&=.	
����<$&��$&� E��	��4-,�&!��� �
�`3[ \�?B�$,3��  \��� Z<�$&-,����� ��=�$���$A	
��$&��$XB�$ =<�2Z<=.3��E�  0�=�$�B�$&��-,��6	���Zb�� �C��3�B]>d��$AE$��<$,�$�� ��=�$

=<�2Z<=.3��E� ;$&� =��<��$&�
	
E$,363���B�$���$&=.	
�����$&�; ]� �*�<$,	
� � ��B<��$&�\���	���-,�&!���b��_ �4E��$&�
	�� ��$�-&�����
��B�$, ��=��[�
$&��	
�$,363�� �?=<$����6E� -&��� =��<��0 �$&-&=<$&��-,���d��� �*=.3��4 Ω > �?=<$C	
��$&��$�=��  %�� \$&�R	�� @��6Zb��3��4  ]� �*� !$,	
��-&�
pm > =�� -��� 2Zb�J \���*� !$,	
��-&� Bp ����@��$Y$,3 $ 	
$)B�$,3�B��6Z ��3��+-&�� %�J =�$&�
	
 �"3�� ���.� �hU �v/��E� �`3�$ 	l$
B<$,3 B.�6Zb��3��2 \���*� !$,	
��-&���<��-&$�=�� !�4���*=.3�� α -&��� �$&�
Zb$&-,	��2�43 $ 	
$�B�$X���	���-,�&!���b� ^X$C$&�
	��  \����$,E� �.3��
Zb$,�B���B<� B<$ $&��$,	�.!# �CB<$ ���	���-,�&!��� �h3�� Zb��	�$&��-,��� � − B E � � � / B t ≡ � Z<=<$&B�$ -��43�-&=.3��4���$�B�$ 3�� ��� �*=.��$&�R	�$
 ]����$,E�?�?^X$,@���B�� � ��=�$�$,3 -��4 %Zb�� \���*� !$,	
��-&� $&�
	 !���� \�4� �4B<��-&���23���$&�
	
�$,363���>dZ �� 3���	����?	�� ���6E�
-&���]3������	���-,�&!��� B�$�3��� %���� \� �?$&�?	�����-&$&�A$� ���
	�$�=��\E��B.���  !������ \� Rc �<���
	���$,3b-&=<�43 3���5*$,3��?-,��B[�4B
B<$\-&���E��	��4-,�&!��� B�$%=��[� Z[�4�	&!# -&=.3��J�43�-������ �"3��)5*$,3���-,��B<��B B<$23��"3�=���� � �
	�$]E��B.���N$&� -,3��4E�� %$&�?	�$
Rc = c/Ω � ���[��=.Zb����$& %��� �?=<$�$,3[-��� 2Zb���[�4��	���$&�
	��CZb���
��-,�&!���Y$&�
	 !��B<$,	�$,� 2���<��B���Zb�� =��\B.�6Zb��3�� �
$&�?	�����-&$&�CB�$,@���B<�\� �?=<$�$,3D \�� %$&�?	��d@��6Zb��3��4X ]� �*� !$,	
��-&� pm $&�
	 !�dB<��B��2Z ��

† � ����I" �� ���5� B ����(� &(���H&(���*��� �!�)� �*�$& ���)� 8 �*12�)&(�$�+����FG��&!���(�)&(���5� B ��&!� B �)���$&+� B &(���;F��	��� �(����& C� � &(�������(� /��� �!�
�� �?� 	�&!�I/�� �!�5"$��C�5� B &(� B ����� �!� B �)&�� ����� �(����� :�� � �(� ��;F#���� � %���� B ��&!� ���5"$�;&�� � B �$&(� 8 �����(�)� ��� �?�	�(�$�)&IC� � ��� ���
&(���?� �(��/������)� 	5����$&!�)�E�*��&(��%A����;&(� �� F#���� &(�����51H, B ����(� &;9��������*&(� ������D"�� 8�B ��	)&!��/�� �!�5"$���5���)� >?���$&*�(� , B &(�A���#"$����
B �)&���� 8 ��� 8 � B �����(��&;9

e4fhgjilk m�n o;pqsrKtvu w�x y�zRtv{Q|Ky~}~�
< � tvu w�x y���� �v� uvy �v����� � {j��� � �4� >



148 V ESTRELLAS
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§36. Transferencia de masa
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Figura V.4: �+� , �*-.��� � - ��� �����5� � �$- � � � � -	! � � , ��� ��� � � �8� � � � � � � - � ! � � ��� ���
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§37. Acreción
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Figura V.5: � � � � � � � � � � ��� � ��� � � !.� � �.- ���8� � � ! � � � �6����������������� �*����7 � � ����� ��� � � � �����
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�$- � � � � � � � � � � � � ! � � � ��� ��� ��7���������� � � �/�*�/��� � � � � �*- � �3� � � � � � � � � � � � ��� �
	�� 0z ��� - � �	� � � �
� � ����� � �����*��) � �"� � , �*-	����� � � � �.� � ��� � ����� � ��� �.� �/�/� �.�8� � � ��� - � ��� ��� ��� � ��� �����	� � � ��� �.� � � �.) � ���� � � � � � � ����� � � !.� ���$� ��������� � ��� �.� � � �0���2��� ! � � � � ϕ = � ��� � � � � ��� ��� ! ��� � � � � � � �8� � ��� - � 7��
� � −1 � +1 ��� ����� 	�� � � � � ����� ��� � ) � � � � , �*-	��� R2 = x2 + y2 )

e4fhgjilk m�n o;pqsrKtvu w�x y�zRtv{Q|Ky~}~�
< � tvu w�x y���� �v� uvy �v����� � {j��� � �4� >
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p

Z
= −G

Mρ �
��� θ

r2
. �Q/*�?���&M��

�`3 �R��� ��=�$ ���6 � $&�)$,3DB.����-&� ��!���@��6	�� .!�4Z���B<�� \$&�R	�$ >]	
��$&��$�=��[� -&�� %Zb����$&�R	�$�E��B.���43 �<��-,���d$,3
��@�	l$,	��7-&����B<$&������B��7 =.>JZb$��?=�$��[�R�W_ �� $&��	�� E� �b!��� $&��5 !�436��B��7Zb$&�����4 ��=�$]-���B<� Z[�4�	&!# -&=.3��7B<$
�<=.��B��XZb����$&$A=��<�)!���@��6	�� � $,Z�3�$,������<���436�$&B<$&B��� B�$,3.��@�	
$,	���-&$&�?	
E�43h�?_ ��W3��C	��4�?	�� �*-���B<��Z[�4�	&!# -&=.3��
B�$��R���X��$�$&��-&=�$&�?	
E�\-&$,�-����<�� %$&�?	�$ $&�"=��($��?=��636�6@����� -&$&�?	
�!# 0K= �*� � $&�XB�$&-,�6 � � 2

ϕ/r = GM/r2 $&�
B�����B�$ � ϕ $&� 3���-&�� %Z ���<$&�R	�$�B�$A3��C5*$,3���-,��B<��B)$&�23���B.�6�$&-&-,�&!���)� �&�� =.	��43h�.9A���%$&�
	�� �?3���$&-�� �Q/*�?���&M��
�?=�$&B[�d-&�� %�

Z

r
≈ 1

� ϕ

√
p

ρ
≈ c

� ϕ
=

1

�
, �Q/*�?����� �

$&� B<����B�$ c =
√

(κp/ρ) $&�\3��a5*$,3���-,��B<��B B�$,3������.��B<�+> � ≡ � /c ≈ � ϕ/c $&�]$,3�� �� � � " %
, � ��� � �sB�$,3 �R���%$&� $,3�B.����-&�aB�$"��-,�$&-,�&!���b�A^X$ 3��7$&-�� �Q/*�?����� �\��$Y5*$ ��=�$)-&=<����B<�a$,3 �<= 	l�F$&�
� 36	��� \$&�R	�$)��=.Zb$,��.!���.��-&� �h�h� $�� � � 1 � $&�R	�����-&$&�d$,3AB.����-&�($&� =�� ,�* ' � % , ��#/.
�
,
%?� � !# �
��-��� %$&�?	�$
$&�
	�� ��=.��$,�$XB�$&-,�6 ��=�$A3���� ��E��B.��$&�?	�$&� B<$AZ��$&�
�&!���\���������%3�����= �<-,��$&�R	�$& \$&�R	�$ ��E����B�$&� -&�� %�CZ �  �
�?=�$�$,3 B�����-&�d��$ �<���R� � �*���B�� � � � ����B.����-&����B<$C��-,�$&-,�&!���7�436�$&B�$&B���XB�$C$&�
	
�$,363���� ��=�$,3�$&�"��@b$&B�$&-&$,
3��4�]Z�E��Z���$&B<��B�$&�)B�$NB.����-&��� B�$,3 �R��B������ _D�� $&�
	��aE� �b!��� $&� 3�� ��=�$N�$&�
	��FB<$N$&�
	��a��$&-&-,�&!��� �����
B�$&B.��-��4�$& %���C�43D$&�
	�=�B����\B�$�B�����-&����B<$���-,�$&-,�&!���NB<$,3 �R�4B<���&�

�W�J$,3 -������ B�$ =�� �<=.��B<�Y��B�$��43 �h�h� $��D=�� �<=.��B<� B�����B�$d���Y$� ���
	�$2B.�����6Z[��-,�&!���aZb��C5?����-&���
��B<��B
�a-��43��� �%�����R�$,3��4	
�65?����	���� 3��F$&-&=<��-,�&!���sB�$N %��5��� 2��$&�?	�� B�$,3 �[=.��B�� $&�
	 !�FB<��B<�7Zb��\3��J$&-&=<��-,�&!���
B�$ �W=�3�$, � $&-�� �Q��/��v/���� � �
	�� $&-&=<��-,�&!��� Z<=�$&B<$2	
E�����
0���� ]� E��$%� =��[�Y0K��E \�YB�$\$&-&=<��-,�&!��� B�$%-&��� �
��$,�5��4-,�&!��� -&��� �,>�=<B<� B�$(3��a$&-&=<��-,�&!��� B�$N-&���?	
����=.��B<��B �C$&-�� �Q��/��v���&� �W�s$,0�$&-,	�� ��=.	
�636� � ����B�� 3����
$&-&�&� �Q��/��v/���� �Q��/��v/��D��$ ��@<	
��$&��$ ��=�$ ∂(ρ � µ)/∂t = ρ∂ � µ/∂t+ � µ∂ρ/∂t = −ρ � ν∂ � µ/∂xν−∂p/∂xµ−

� µ∂(ρ � ν)/∂xν -&���"3��%-&=<�43

∂ρ � µ

∂t
+

∂Πµν

∂xν
= 0, �Q/*�?���&���

$&�"B�����B<$ Πµν $&��$,3 � � � ' %�" , � , � � ' *-,
�
, , � � � � % , � � % � � � � %Y>Y$&�
	 !�2B<��B��dZb�� †

† � ��&!�H�����(���#���$&����G�*� 	5��� ��"$�5���������(����*�)& Πµν
�����(�
	)&(� 8 �5�����?���I"): , 3 �A: �-D)9 �*��F�&(�'�� /��)��� 8 ��� � � B ����%A�� 8 �)�

�$� �(����&(� 8 �-���H�?�+�� /��$&�	5�$�#"$����@�)F�(���������#��� �)��C�
∂

∂t

∫

ρ � µ
��� = −

∫
∂Πµν

∂xν

��� = −	

∫

Πµν
� aν. , 3 �A: � 3 9

e fhgQi1k m�n o;pq r tvu w�x y�z?t {Q|Ky~}6�
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Πµν ≡ ρ � µ � ν + pδµν. �Q/*�?���&H��
� 	
E�X0K��E \�XB�$���@�	�$&�<$, 3���$&-�� �Q/*�?��� 8 � $&� =.	
�636� � ����B�� 3���� -&�� %Zb����$&�R	�$&�;$&�
Z �4-,���43�$&�AB�$�3���$&-�� �Q��M��vG��
>Y	��� ]�  3���� 3h!#  2�6	�$&� � $���	����.���������C-&=<����B�� c → 0 -&�� %�d��$� =<$&�
	
E���"$&� 3��2$&-�� �Q��/���� �&�

9;=<����B�� 3��a5?����-&������B<��B 	
=�$��R� =�� Z[�4Zb$,3X�� %Zb���	����R	�$J$&�s$,3� %� 5?�� %��$&�R	�� B�$(=�� �<=.��B�� $&�
�<$&-&$&���4����L %��B.���<-��4)$,3�	�$&������"B�$ �<=�	
� B�$J %�� \$&�R	�� Πµν �AB<��B�� Zb��Y3�� $&-�� �Q/*�?���&H���� Zb��)$,3
	�$&�<���� Πµν = pδµν + ρ � µ � ν − σ ′

µν = −σµν + ρ � µ � ν �D$&�aB����<B�$ σµν = −pδµν + σ ′
µν $&��$,3

� � � ' %�"), � � '�� � � " � %�'�> σ ′
µν $&�;$,3 	�$&������AB�$X$&�
0�=�$,	����� 5�����-&����� ���W�Y��=\0K��� ]�� \��� �*$&��$,E�43 ��$&�
	�$

	�$&�<�����$&�
	 !�dB[�4B<�2Zb��

σ ′
µν = η

(
∂ � µ

∂xν
+

∂ � ν

∂xµ
−

2

3
δµν

∂ � λ

∂xλ

)
+ ζδµν

∂ � µ

∂xµ
, �Q/*�?���&G��

$&� B�����B�$F3����"-&��$��<-,��$&�R	�$&� η > ζ �<� B�$,Zb$&��B�$&� B<$J3�� 5*$,3��?-,��B[�4B � �W�s3�� $&-�� �Q/*�?���&G���� η > ζ

E$,Z��$&��$&�?	����]$,3 � %�� � ��* � � � ��, � ��* ' � %�' *-,
�
, �j� ��* ' � %�' *-,
�
, ,�* � �� � *�� � �`>d3�����$��*=���B<��5?����-&������B<��B
E$&�
Zb$&-,	
�65��� %$&�?	�$��

_ �4E��$&�R	�$&��B<$,;B<$  \����$, �� \��� ���� 2Z�3�$X�C3���5�����-&���
��B<��B ��-&���<�
��B�$,�$& \��� $,3 �
� �*=.��$&�?	�$�$ 	l$& %Z�3��
B<$ �<=�	
�X=��.��B.�� \$&���
�����<�43h� � =.Zb��� �R�� \��� ��=�$ ��$ 	
��$&��$;=�� �<=.��B��X=��.��B��� %$&���
�����[� 3 ��=�$ ��$  =�$,5*$;$&�
3�� B.�6�$&-&-,�&!��� ey >dZ �� 3�� 	����R	�� ��=\5*$,3��?-,��B[�4BN$&�
	 !� B<��B<��Zb�� v = � ey �

	 	
�636� � ����B��d3���$&-�� �Q/*�?���&H��
>N3��%$&-�� �Q/*�?���&G�����$ 	
��$&��$ ��=�$ $,3 �<=�	
�]B<$  \�� %$&�?	��\	
 �4�<�� 2�6	
��B�� $&�73��]B.�6E$&-&-,�&!��� ex $&�
	 !�]B<��B��
Zb��

Π = −η
B �

B x . �Q/*�?����� �

� �F$&�
	��Y$&-&=<��-,�&!��� ��$& %����B<$&�
Z��$&-,����B��N$,3W	R!$,E 2����� �?=�$d-&���?	
��$&��$Y�\3��Y��$��*=���B<�]5�����-&���
��B[�4B B�$ �
@<��B��F� ��=�$ -&=<����B<�J$,3 �<=�	
�($&� ���<-&�� 2Z��$&���6@�3�$ �jB.�65 � = 0 � 3��N$&-&=[�4-,�&!��� B�$ �W=.3�$,%��$\E$&B�=�-&$
� � �?�)�� ���I%������$&!��D��� ���	�I"�:�, 3 �A: � 3 9 &(� B &(���*�����!� �?� �!�)�I� ��� "�� 8 F#��� �� ��� "$� 8�B �5������(� µ � C���*� 8 � ���� 8 � 8 �����(�
"$�5���(����?����������*&(����$��/��5��� 8 ��� ��� "$�)���*����$&!�)"$��C�5� :
���I";���(��&(��� 8 �$�A�(������?�)��H���$&(�I"����������$� �!�0�I"$���5"$��C�5� ���$FG���*�$&=���
"��)���(�����5� ��� 8 � 8 �����(��%A�� ��� � � �#�)"$���H��> ��$&!���'�*&!�I/6C���=����?�'�*� B �$& ��";����>?&(�5���(�$&!� B �)&=����?��5� ����(��� 8�B �: ���IC� @A���
"��)���(�����5� Πµν

� aν
��� ��� µ � C���*� 8 �+"$� 8�B �5������(�H��$� 8 � 8 �����(��%A�� ��� � �0�H�*&!��/ C���=����G����� 8 �����(������*� B �$& �#"$���'� a :

9��G���(";&(� F#� 8 �5��� aν = nν
� a @���5���� n̂ ��� �� / �I";�(�)&����� �!��&(���+�$�	��� ����&(��"�"$��C�5� ����� ����� 8 �����(�-���DC��&(���+� a �����(�5��"$���

��� /���";�(�)&
Πµνnν = pnµ + ρ � µ � νnν. , 3 �A: � ��9

&(� B &(���*�$�A�!� ��� ��� 12� �� �?� µ� C���*� 8 � "$� 8+B �5���$�A�(� ����� 8 � 8 �����(� B ��&H����?��5�D�� C��&(�I�A:�� � ��� �!� 8 �)��$&!� ��� �(�����*��&
Πµν

&(� B &(�$�*�����!� ��� µ� C���*� 8 � "$� 8+B �5���$�A�(� ���-��� "������(�?��5�D�� 8 � 8 �$�A�(� %A����#� � � B ��&�����?��5� ����(��� 8�B ��@ B ��&
���������)�	��� C��&(�I� B �$& B ���#���?";������& �)� �*12� xν

:

e4fhgjilk m�n o;pqsrKtvu w�x y�zRtv{Q|Ky~}~�
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�
�� 2Z�3�$& \$&�R	�$ �Y3��)$&-&=<��-,�&!���LB�$ ���,5���$, � ��	�� � $&�2Z �  � �<=.��B���� >J3���� - !� 3�-&=�3����%��$\�
�� 2Z�36���[-��4� B<$
 \����$,E� -&�����
��B<$,E�4@�3�$��

9;�����
��B<$,�$& %���X���<��E� =�� �<= 	l�d$&�NB�����B.�� \$&���
������$&� �?=<$ ���6E�d�436�$&B�$&B���CB�$,3D$ 	
$ 0z -&���"=��[�
5*$,3��?-,��B<��B2��� �*=.3��4 Ω = �ϕ � -&�� \��$,3 �R��� �?=�$ ���6E���436�$&B�$&B<�� B�$ =�����@�	
$,	�� -&���<B�$&������B���0K��E \����B��
=��LB.����-&�+B�$"��-,�$&-,�&!���b� �W� $&�
	�$)-������a$,3 	�$&������\B<$)$&�
0�=�$,	�����d5�����-&����� $&�
	 !�JB<��B��FZ ��%3����\B����
Z���� %$,E���;	R!$,E 2��������B�$,3b3���B��dB�$,�$&- ���2B�$X3�� $&-�� �Q/*�?���&G���� -&��� µ, ν = 1, 2 � � ����-&�����B�$&�<��B<���� ]���
� Z<���Z�����B<���AZ[�4E��B�$&��-,��6@��6�$&��	�$ �<= 	l� �����]-&�?��EB�$&�<��B<���AZb��3��4�$&� � r, ϕ � � �?=<$X$&��	�!���Y�$,3���-,�����<��B<���
-&���F3�����-&�����B�$&�<��B<��� -��4�	�$&�
�����<���  %$&B.�����?	�$23������$,3���-,������$&� x = r -&��� ϕ � y = r �
��� ϕ �D^�$%$&�
	��
 \����$,E� � B<$,@���B�� � ��=�$)3��a5*$,3���-,��B<��B v = eµ B xµ/ B t � $&�R	����<-&$&� � x = � r -&��� θ − � ϕ �
��� ϕ >
� y = � r �
��� ϕ + � ϕ -&��� ϕ � �W�($,3W-������\B<$ =��(B.����-&�YB�$ ��-,�$&-,�&!���F$&�X-,3�� E� ��=�$ ��$�	
��$&�<$d�
�� %$,	
�!# �
� � ���
�� !$,	
���-���� $&� B<$&-,�6 � 	���B<��� 3���� -����?	
��B<��B�$&� �.��B���?B����;!�4 %��-����2��$\5*$&�+� �*=[� 3�$&�2Z[�4E� -&=<�43 ��=.��$,
!�4���*=.3�� ϕ � _D��"-&�� \�?B���B<��B $,36� 	
�� \���N$&�?	�����-&$&� ϕ = 0 ��^X$F�
�?=b!# ��$7�
� �*=�$J$&�?	�����-&$&� ��=�$73��
-&�� 2Zb����$&�?	�$)B�$,3A	�$&������2B<$]$&��0K=�$, ���(5?����-&����� σ ′

rϕ = σ ′
ϕr = σ ′

xy|ϕ=0 � �W�
	��J$&�dB�$,@<��B��a� �?=�$
ax(ϕ = 0) = ar > ay(ϕ = 0) = aϕ Z[�4E�C	���B���5*$&-,	��� a = axex +ayey = arer +aϕeϕ � 9;���
	��?B��Y$&�
	��]>)>(=.	
�636� � ����B��)3��2�$���3��\B�$ 3��\-��4B<$&�<� � $,3`$&��0K=�$, ���%5�����-&����� σ ′

ϕr �h�h� $��b3��\-��4�?	
��B<��BaB<$
 %�� %$&�?	�� $&�Y3�� B.�6�$&-&-,�&!��� ϕ Zb��A=��.��B<��B)B�$(!�4�$�� Zb��A=��.��B<��B)B�$X	
��$& %Z � 	
 �4�<�� 2�6	
��B<� ��	
E�,5W!$&�
B�$�=��s!�4�$�� ���	���*���<�43W� er B�$,@���B<�2� 3�����0K=�$, � ���A5?����-&������� �A$&�
	 !�%B<��B��dZb��

σ ′
xy

∣∣∣∣∣
ϕ=0

= σ ′
ϕr = η

{
∂ � x

∂y
+

∂ � y

∂x

} ∣∣∣∣∣
ϕ=0

= η

{

−
� ϕ

r
+

∂ � ϕ

∂r

}

= ηr
∂Ω

∂r
, �Q/*�?���&T��

$&�JB�����B�$ Ω ≡ �ϕ $&�C3��\5*$,3���-,��B<��B ��� �*=.3��4�� � �J$,3`-������Y$&� ��=�$ Ω = -&���?	�� � $&�?	�����-&$&��$,3 B�����-&�
B�$2��-,�$&-,�&!���aE��	��Y-&�� %� =��F-&=<$,�Zb�Y�!# ����B��">(Zb���3�� 	����R	��N��� �<�,>7	
E������0K$,�$&�<-,��� B�$d %�� \$&�R	��
B�$�3�����Z[�4�	�$&��-&$&�R	
 � 3�$&���<��-,��� 3�����Z[�4�	�$&� $� 	�$,������$&�XB�$,3 B.����-&� �

9;�����
��B<$,�$& %���X�?=<$,5��� %$&�?	�$ =��7�4���6363��]B<$�B.����-&�]-&���($&�
Zb$&�����B r � ^X$ $&�
	��d \����$, ���[3��d	����-��
τ �?=�$2��-,	 !=<�]����@<�$ 3��]��$&-&-,�&!���F���?	�$,��<�YB�$d$&��	�$2�4���6363��)3���-�� 36� �4�4B<�(�\=��<�]B.���
	�����-,��� r $&�
	 !�YB<��B<�
Z ��

τ(r) = 2πr × Z × r × ηr
∂Ω

∂r
. �Q/*�?���&S��

� �d	����-�� τ(r + B r) ��=�$ �4-,	 !=[�%����@<�$�3��%��$&-&-,�&!���F$� 	�$,��<�2B<$,3 !�4�$��%B�$,3 �4���6363�� �?=�$ ��$ $&��-&=�$&�?	
E�
� =��<� B.���
	�����-,��� r + B r $&�
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τ(r + B r) ≈ τ(r) +
∂τ(r)

∂r
B r. �Q/*�?�v��M��

9A���)$&�
	��%��$��
� �*=�$ ��=�$�3��d	����-�� ��$,	�� ��=�$���-,	 !=<�d����@��$�$,3 ���.�6363��Y$&�
	 !�dB[�4B[� Z ��

∂ �
∂t

= τ(r + B r) − τ(r) = 2πηZ
∂

∂r

(
r3 ∂Ω

∂r

)
B r, �Q/*�?�v�.� �

$&�\B�����B�$D� = π
{

(r + B r)2 − r2
}
×Z×ρ � ϕ ≈ πr2Zρ � ϕ B r $&� $,3  %�� \$&�R	������ �*=�3�� ;B�$,3 �4���6363�� �

^X$��
��=b!# ��=�$

∂ � ϕ

∂t
=

ν

r2

∂

∂r

{

r3 ∂

∂r

( � ϕ

r

)}
, �Q/*�?�v�����

$&�+B�����B�$ ν ≡ η/ρ $&��3�� ��* ' � %�' *-,
�
, ��* � ��� �� � *�� �?� �W�
	�� �$,3���-,�&!��� $&� ��=� ]�4 \$&�R	�$2�� 2Zb���	����R	�$
Z[=�$&� �� 2Z�36��-�� ��=�$Y3��N5*$,3���-,��B<��B ��� �*=�3��  � ϕ $&�d=��[�)0�=���-,�&!��� B�$]3��"Zb���
��-,�&!��� r �WB�$,3A	
��$& %Zb� t

> B�$"3��a5�����-&���
��B<��B -,���<$& !�4	
��-�� ν �A^���-	��� B<$N��	
E�F0K��E \� � 3��+$&�
	
�=<-,	�=.E�FB<$,3CB�����-&� B�$,Zb$&��B�$
0�=�$,�	�$& \$&�R	�$ B�$ 3��d5�����-&���
��B<��Bb�D_ �4E�d	�$&�<$,C=<�<� ��B�$��%-&=<�436�6	�� 	
�65�� B�$ 3��d5�����-&���
��B[�4BJ-,���<$& !�4	
��-����
-��43�-&=.3�$& \����$,3 � �� � � " % , � � � ��� %�#&,�' � ≡ L2/νT =

�
L/ν � $&�]B<����B�$ L � T > � �����]Z[�4.!�� %$,	��

E���d-��  �4-,	�$, !# ��	
��-&��� B�$,3�Z����@<3�$& \�(-&=.>R���%B.�� \$&���
������$&�%�����LB�$Y3���� ���6	�=<B � 	
��$& %Z �7>+5*$,3��?-,��B[�4B
E$&�
Zb$&-,	
�65��� %$&�?	�$�� 9;=[�4�<B��	� ∼ 1 $&�R	����<-&$&�d3��)5�����-&���
��B[�4B 	l=�$��R�(=��+Z[�4Zb$,3;�� 2Zb���	����R	�$ $&� 3��
B<$&��-,��6Zb-,�&!���"B.���;!�� %��-��2B�$,3 �<=���B�� �[9;=<����B�� � � 1 �.3�� 5�����-&���
��B<��B7$&�AB�$&�
Z�E$&-,��� @<3�$ �j$&�
	��2��=�-&$&B�$
-,3��4E�� \$&�R	�$�Z �  � �[=�	l�d�436	��� %$&�?	�$���=.Zb$,���!���.��-&� �E� 9;=<����B<� � ≥ 103 � $,3 �[=�	l� $&�;	�=.�@<=.3�$&�?	�� � IA$ �
��=.36	�� �?=�$CZ �  ��$,3 -������dB�$CB.����-&����B�$���-,�$&-,�&!���N$&�)���
	
E��0O!# �
��-��d$,3 �X!=� %$,�� B�$�IA$,> ����3�B�� R ∼ 1012 �
� �
	�$"E$&��=.36	���B�� �� 2Z�36��-�� ��=�$($,3 �[=�	l� $&� =�� B.����-&� B�$(��-,�$&-,�&!��� $&�\��$,5*$, �4 \$&�R	�$7	�=��@<=.3�$&�?	�� �
��B�$& !����� 3��d5�����-&���
��B[�4Ba���B.���<�4���� ��=�$�Z[=�$&B<�2$&��	�� �������-,����B<�\�%B�$��<$� ������$&��B�$�Z[�4�	&!# -&=.3�����-��4 �
�R��B<����$&�"$,3 Z�3����� ]� ���2$&�A3��2-��4=<�����R	�$ B�$�3�� $&�
	
�=<-,	�=.E� B�$,3 B.����-&� � ^X$ ��$&- ��� �<3��2$�����
	�$&�<-,���%B�$
	�=��@<=.3�$&��-,���2$&�)$,3DB.����-&� �*$&��$,E� =��<� ��* ' � %�' *-,
�
, � ��" ��� # � � � � �?=�$C@A!���
��-��� \$&�R	�$ 	
��$&��$�	���B<���A3����
0�=���-,�����<$&��B�$C3�� 5�����-&���
��B[�4B7����E \�43bZb$,��d$,3 	
E�����
Zb���	�$�B<$� %�� \$&�R	��d��$C363�$,5��%��-��4@b� ��E��-,�����X�43
 \��5��� 2��$&�?	�� B<$;Z $���=�$������ 5 !���	
��-&$&� $&�2$,3�Z<3��4�� \�?�?_ �� �
��$&�
	����<�C0K=�$, ����= �<-,��$&�?	�$ -&�� 2Z<36��-��4-,�&!��� �
$&� $�.-&$&�
�65��� \$&�R	�$CZ�E��@[�4@�3�$ ��=�$�$�����
	�� =��\-��4 %Zb�� \���*� !$,	
��-&�2�� \�4� �4B<���43 B.����-&� B�$X��-,�$&-,�&!���Y>
Zb��W3��C	����?	���$� ���
	��C$&�R	����<-&$&� =��[� 	�=��@<=.3�$&��-,���� \���*��$,	�� �.��B.E�?B.���;!�� %��-��R��^X$ ��$&- ��� �*3���� $&�
	�=<B.�����
363�$,5���B���� �<���
	��\���<��E� Z[�4�$&-&$&�N����B.��-��4 ��=�$�$&�N$,0K$&-,	�� � 3�� 5�����-&���
��B<��B7Z�E�?B�=<-,��B<�2��$�B�$,@b$ �d=��[�
���<$&�
	��4@��636��B<��BF =.>]Z[�4�	
��-&=.3��4�B�$&���� 2���[�4B[� ����$&�
	��4@��636��B<��BJE��	��4-,�����[� 3W ]� �*�<$,	�� �.��B.���B.���;!�� 2��-��?�

�W�Y3�� B !$&-��4B[� B�$ 3���� �&S*��M � ��� � =��[�,>*$,5\> � �<� � =.E� ��$CB.��$,���� -&=�$&�?	�� B�$X	��?B[�4�A$&��	��4�A-&�� %Z�36���
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-��4-,�����<$&� �?=<$ �4Z[�4�$&-&$&�J$&�(3�����B.����-&����B�$ ��-,�$&-,�&!��� � _ �4E� �<��-&$,��2=��(3���B��]	����R	��]-&�� %Z�36��-���-,�&!���
-&��� �$&�
Zb$&-,	��J� 3��N5?����-&���
��B<��B $,363����d���?	
���B�=�	
$,����LB�$] \����$, �)$& 2ZD!# ���-��7=��<� E$,3��4-,�&!��� Z[�4E�"3��
5?����-&������B<��BN	�=��@<=.3�$&�?	�� ν ��=�$�$&�
	 !�dB<��B<�dZ ��

ν = αc � Z, �Q/*�?�v��/��

$&� B�����B�$ c � $&� 3�� 5*$,3��?-,��B<��B(B�$,3 �����.��B<� $&� $,3bZ<3��4�� \��> α $&�A=<�<��-&���<�
	����R	�$�B<$ Z�E��Z ��E-,�����<�436���
B<��B † ��^X$,@���B��%� �?=<$C3����AZb$��?=�$��<���A5 !���	
��-&$&��	�=.�@[=.3�$&�R	�����B�$,@b$&� 	�$&��$,�B.�� \$&���
������$&�� %$&����E$&��� 3
$&�
Zb$&�����B�$,3DB.����-&� Z >\-&�� %� 3���� 5*$,3��?-,��B<��B�$&�CB�$CE��	��4-,�&!���(B�$X3����  %���� %���;B�$,@b$&�)��$,� %$&�����$&���
3�� 5*$,3��?-,��B[�4BJB<$,3D�����.��B�� � $&�R	����<-&$&�C� Z<��� %$,E� �4Z��� ���� ]��-,�&!���J=����2$&�
Zb$,E� ��=�$ α ≤ 1 �

� �N5*$&�R	���	��FB�$Y	�$&�<$,%=��  %$&-����.���� %�7Z[�4E�($&��-,��6@<�623��(5?����-&���
��B<��B -&�� \�J$&� 3��($&-�� �Q/*�?�v��/��
$&� ��=�$��D-&�� %�)5*$,�$& %��� $&�a=��a %�� %$&�?	�� �D��$2Z<=�$&B�$&� $&��-&���?	
E�4 ����3�=<-,������$&�d�4�[� 3h!# 	
��-����2Z �  �]3��
$&�
	
�=�-,	�=. ��B�$X3����AB.����-&����B�$C�4-,E$&-,�&!���"B�$,3 �R��B���� �h�h� $���-&=<����B�� Z � R �.-&��� R $,3 E��B.���dB<$,3 B�����-&� �E�
9;=<����B�� =��sB.����-&�LB�$J��-,�$&-,�&!��� B�$,3 �R��B�� $&� B�$&��-,��6	��  %$&B.�����?	�$F=�� !=��.��-&� Z � .!�� \$,	
�� α ��=�$
��@ $&B<$&-&$ � 3�� �$&-&$,	��dB<$�3�� $&-�� �Q/*�?�v��/�����$�B.��-&$ �?=�$�$,3 B.����-&�%$&� =�� ,�* ' � %�� α �

^X$,@���B�� � 3[Z����-&$&��� B�$ ��-,�$&-,�&!��� $� ���
	�$C \�4	�$,���� ��=�$ -���$�3�$&�R	��� \$&�R	�$��<��-,��� $,3[��@�	
$,	�� -&$&�R	
E�43
-&���s=��<�a5*$,3��?-,��B<��B � r � ���X-&���<�
��B�$,E�� %��� �?=�$(3�� ��-,�$&-,�&!��� ��$(363�$,5�� B�$7 \����$,E�a$&�
	���-,�����<�4����
� ∂/∂t = 0 � $&�R	�����-&$&�]3��7$&-&=<��-,�&!��� B�$)-&���?	
����=.��B<��B �� 2Z�36��-�� �?=�$)3�� � � � � , � � ��"
����* �%�� �m ≡
B m/ B t $&� =��<�A-&���?	����R	�$�� �W� $,0�$&-,	�� ��-&�����
��B�$,E$& %���`=�� ���.�6363���B<$,3�B.����-&��B�$ ��-,�$&-,�&!���d-&=.>*�C$&�
Zb$&����
$&�
	 !�CB<��B��CZb��`B r = � r B t � �`3.5*��3�=� \$&�%B�$;$&�
	�$����.�6363�� $&�
	 !�CB<��B��CZb�� B

�
= B r×

∫
B z×r

∫2π

0
B ϕ �

^�$ � ��=b!# �?=�$�3�� 	����4� B�$���-,�$&-,�&!���7$&�
	�$�B<��B<� Zb��

�m = 2πr � rΣ, �Q/*�?�v��8 �

$&�"B�����B<$�3�� , � � ' *-,
�
, ' � � � " �
��*-��# Σ �j \����� Zb�� =��.��B[�4B(B�$7!�4�$�� �A$&��	�!�2B�$��<�.��B<�2-&�� %�

Σ ≡
∫

ρ B z. �Q/*�?�v��H��

_ �4E�d \���
	
E�4 ��=�$�3��2-��4�?	
��B<��B �m �?=�$ ��$� =�$&�
	
 � $&�)3��d$&-�� �Q/*�?�v��8 �X$&��-&�����
	����R	�$�� 	��� \$& %����3��
$&-&=<��-,�&!��� B�$]-&���R	
����=.��B<��B Z[�4E�"$,3;-������7$&�
	���-,�����<�4����a$\���?	�$����$& %���
3��J�)3��(3�� 	�*�(B<$,3 5*��3�=< %$&�
�4-&��	���B�� Zb��"$,3 ���.�6363�� B�$,3 B.����-&� -&=�>*� $&�
Zb$&����"$&�NB r ��^X$F$&�
	��  \����$, � > -&�� \� 3�� 5*$,3���-,���

† ��� � ���	� C� ��@ B ���I��� 8 �)� �*&!��&(�*�H%���� �?�H�I"�:�, 3 �A: D 3 9 ��� �����+";�5���*��"$������"$���+�#� �(�&!���G��0���'�(�&*F��������#"$��� 8 � 	)���$�(�&<
��?�A&(�A�����C� 8 �?"$��:
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B[�4B7$&�J!=��.��-��� %$&�?	�$ E��B.���43 � $&�?	�����-&$&���43`=�	
�636� � �4�$,3 	�$&��E$& \�2B<$�3��%B.�65*$,��*$&��-,��� ��$���@�	
��$&��$ ��=�$
	

∫
ρv �EB a =

∫
1
ρ � r B ar−

∫
2
ρ � r B ar = 0 ��$&�dB�����B�$AB ar $&�`3��X��=�Z $, �<-,��$;B�$,3<���.�6363�� ��=�$;$&�W���	���*���

�[� 3 �X3�����=.Zb$, �[-,��$�B�$,3[B�����-&��B�$��4-,E$&-,�&!���Y> 3���� ��=.@D!# �<B.��-&$&� 1 > 2 $,	
� �?=<$,	��4�)�X3���� B���� ��=�Z $, �<-,��$&�
B<$,3 ���.�6363�� �?=<$%���4	
���
0h��-&$&� $&��	��YZ����Z���$&B[�4B �`^X$%�
��=b!# ��$%�
� �*=�$ �?=�$23�� -����R	
��B<��B ρ � r B ar $&� =��[�
-&���<�
	����R	�$NZ[�4E�($,3 �<=�	
�JB�$)��-,�$&-,�&!���b�A^X$,@���B��a� ��=�$)B ar = B z × r

∫2π

0
B ϕ � $&�R	����<-&$&� ��=�$&B<�

B<$& %���
	
E��B�� �?=�$�3��d-����R	
��B<��B �m $&��=��<� -&������	��4�?	�$��
9A�43�-&=.3�$& %���7� ����E� 3�� 	����-�� τ ��=�$a��-,	 !=<� ����@<�$J=��<� ��=.Zb$, �[-,��$F-,�63h!# ��B.���-�� B�$,3�B.����-&� B�$

��-,�$&-,�&!���J� 3�� B����
	�����-,��� r B�$,3 ���� �*$&�b�b^X$���-&=�$,�B��]� 3��d$&-�� �Q/*�?���&S�� �<$&� -,3��4�� �?=<$�3�� 	����-��2����@��$
$&��	�� !� E$��d$&�
	 !�dB<��B<� Zb��

τ(r) = 2πr3ν
B Ω
B r

∫

ρ B z = 2πr3νΣ
B Ω
B r . �Q/*�?�v��G��

>Y3�� ���?	�$���E�43W$&�A	��� \��B<�dB<$&��B�$�3�� Z[�4�	�$����.0K$,�����XB�$,3 B.����-&� �[�4��	��d��= Z[�4�	�$���=.Zb$,�������
_D��Y��	
E�7Z[�4�	�$�� $,3� \�� %$&�?	��+��� �*=.3��4YZb��%=��.��B<��B B�$ 	
��$& %Zb� ��=�$��<=�>*$N�7	
E�&5W!$&�YB�$)3��

��=.Zb$, �<-,��$�Zb$,�Zb$&��B.��-&=�3�� ��43 E��B.��� r $&��	�!�2B<��B<� Zb��

�m � ϕr = 2πr3Σ � rΩ. �Q/*�?�v�*� �

� � -&�����
��B�$,E�� \����=��"���.�6363��\B�$�B.����-&�dB�$�$&��Z $&�����B r $&�?	�����-&$&�X$,3  %�� \$&�R	��2��� �*=.3��4�Z ���=<�.��B<��B
B<$�	
��$& 2Zb� ��=�$ �<=�>*$�� 	
E�,5W!$&�XB<$�3�� ��=.Zb$, �<-,��$����	���*���<�43 � 3DE��B.��� r + B r $&�
	 !�dB<��B��dZb��

( �m � ϕr)

∣∣∣∣∣
r+∆r

=
(
2πr3Σ � rΩ

) ∣∣∣∣∣
r+∆r

≈ 2πr3Σ � rΩ + 2π
∂

∂r

(
r3Σ � rΩ

)
∆  . �Q/*�?�v��T��

^�$23��4� $&-&�&� �Q/*�?�v�*� � � �Q/*�?�v��T�� ��$2�
� �*=<$ ��=�$%$,3 -��� @<���"B�$\ %�� %$&�?	��"��� �*=.3��4 Zb���=��.��B[�4B B�$
	
��$& %Zb� ∆L $&��	�!�%B<��B��dZb��

∆L = ( �m � ϕr)

∣∣∣∣∣
r+∆r

− �m � ϕr = 2π
∂

∂r

(
r3Σ � rΩ

)
. �Q/*�?�v��S��

� � 	����-�� 	���	��43 �?=<$ ��-,	[!=<�d����@<�$�$,3 ���.�6363��Y$&�
	 !�%B<��B<� Zb�� τ(r + ∆r) − τ(r) � P �*=<�43�����B��]$&�
	��
-&���"3��d$&-�� �Q/*�?�v��S�� > =.	
�636� � ����B��\3��d$&-�� �Q/*�?�v��M�� �<��$���@�	
��$&��$ ��=�$
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B τ
B r = 2π

B
B r
(
r3Σ � rΩ

)
. �Q/*�?�v/�M��

_D���3��2	����R	�� �[> -&���N�,> =�B<�%B�$C3��d$&-�� �Q/*�?�v��G�����$���@�	
��$&��$ ��=�$

νΣ
B Ω
B r = Σ � rΩ +

C

2πr3
, �Q/*�?�v/.� �

$&�LB�����B�$ C $&�2=��[�"-&������	��4�?	�$"B<$Y���R	�$���E��-,�&!���b��_ �4E�($&��-&���R	
 � Y$,3A5�� 3���]B�$ $&�
	��(-&�����
	����?	�$��
����	�$& %��� �?=�$ 	
=��
	��%$&�)$,3 @b���B�$C���?	�$,�����CB�$,3DB.����-&� �[3�� 5*$,3��?-,��B[�4BJB<$C���	���-,�&!���N$&� 	
=��
	��� \$&�R	�$�3��
5*$,3��?-,��B<��B B�$ ���	���-,�&!��� B�$ 3��]$&�
	
�$,363��?�`9;�� \�Y$,3  \�4	�$,����43 $&�73��]$&�
	
�$,363�� ���6E�Y-&�� %�Y=��F-&=<$,�Zb�
�!# ����B�� $&�R	����<-&$&��B Ω/ B r = 0 	
=��
	��Y$&�N3��20K����?	�$,E�2$&�?	
�$ $,3WB.����-&�\>)3��%$&��	
�$,363��?�D^�$ �
�?= !# ��=�$ $,3
5��43���CB�$�3�� -&�����
	����?	�$ C $&��	�$�B<��B��dZb��

C = −2π
(
r3Σ � rΩ

) ∣∣∣∣∣
r?

, �Q/*�?�v/����

$&� B����<B�$ r? E$,Z��$&��$&�?	���$,3�E��B.���XB�$ 3�� $&�
	
�$,363��?� ��=��
	��X�A$&�
	�� B.���
	�����-,��� �*-&�� %����=�-&$&B�$;�A-&=<�43 ��=.��$,
��	
E�]B.���
	�����-,��� $&�F$,3 B�����-&� � 3��\5*$,3��?-,��B[�4B B�$ ���	���-,�&!��� B�$d=��<�%Z[�4�	&!# -&=.3��"B�$ �<=.��B�� $&��-����
� � $ �
Z�3�$,������<�]>"Zb��C3��]	����R	�� Ω2 = GM?/r3 � -&��� M? 3��] \�����%B�$ 3��]$&�
	
�$,363��]-&$&�R	
 � 3h�W9;���7$&�
	��Y>
=.	
�636� � ����B��\3��d$&-�� �Q/*�?�v��8 ����$���@�	
��$&�<$ ��=�$

C = − �m
√

GM?r?, �Q/*�?�v/�/��

>"Zb��C3��Y	��4�?	�� 3��]-&�����
	����?	�$ C �$,Z��$&��$&�?	��\3��\	����4�%B�$ 	
E������0K$,�$&�<-,���YB�$  %�� %$&�?	�� ��� �*=.3��4 $&�
3��d��=.Zb$, �<-,��$�B�$C3��d$&�
	
�$,363��?�
� =��
	
�6	�=.>*$&�<B��%3��2$&-�� �Q/*�?�v/�/�� $&�)3��d$&-�� �Q/*�?�v/.� ����$���@�	
��$&��$ �?=<$

νΣ = �m

3π

{

1 −
(r?

r

)1/2
}

. �Q/*�?�v/�8 �

_D��2��	
 � Z[�4�	�$��W$&� $,3A-��4���(B<$ �<=���B���� ����-&�� 2Z<�$&�
�6@�3�$&� �h�h� $�� B��65 v = 0 >+Z �� 3��(	����R	��73��
$&-&=<��-,�&!��� B�$ � �,5���$, � ��	�� � $&�]B��� %���<� 3��NB.���;!�� 2��-��7B�$\3����  2���� \��� � � 3��)	�� � �"B�$\B����
�6Z[��-,�&!��� B<$
$&��$,��.!# � �E � ��� �hZ !$,�B���B<�XB�$ $&�<$,��.!# � Zb��`=��.��B<��BdB�$ 	
��$& 2Zb� � B�$,@���B<�X�A0�=�$,	�4�4� 5�����-&������� �?=<$ ��-,	 !=<���
$&�"=�� 5*��3�=< %$&� � 	l� � B<$ �<=.��B��%$&�
	 !�dB<��B<� Zb���3�� ���?	�$���E�43
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�E � ��� =
∂E � ���

∂t
= −

1

2

∫

η

(
∂ � µ

∂xν
+

∂ � ν

∂xµ

)2

B �
=

∫

η B �
r2

(
∂Ω

∂r

)2

. �Q/*�?�v/�H��

^X$,@���B<� � �?=�$�B �
= r B ϕ B z Z[�4E��$,3 B�����-&� B<$���-,�$&-,�&!��� $&�?	�����-&$&�A3���3�=< 2�������
��B[�4B B<$,3 B.����-&� L $&�

L = −
∂E � ���
∂t

= ν

∫∞

r?

∫2π

0

∫

ρr2

( B Ω
B r

)2

r B r B ϕ B z = 2πν

∫∞

r?

r3Σ

( B Ω
B r

)2

B r. �Q/*�?�v/�G��

�.=��
	
�6	�=.>*$&��B<�73��)$&-�� �Q/*�?�v/�8 � $&� 3��)$&-�� �Q/*�?�v/�G�� >F	�$&�.��$&��B��7$&� -&=�$&�?	�� ��=�$\3����+!���@��6	����dB�$\-���B<�
Z � �	&!# -&=�3��%B�$ �<=.��B��2$&�N$,3DB.����-&�\����� � $,Z<3�$,������<������$���@�	
��$&��$ �?=�$

L =
3G �mM?

2

∫∞

r?

{

1 −
(r?

r

)1/2
} B r

r2
=

G �mM?

2r?

. �Q/*�?�v/*� �

� ����=�Z ���<$& %��� �?=<$ 	���B<� 3�� $&�<$,��.!# �X	R!$,E 2��-����*$&��$,E��B<� Zb��`3��4�`0�=�$,	�4�4� 5�����-&������� ��$ Z���$,�B<$ B<$,@���B��
� 0�$&�A!�� \$&�����D �4B���� 	
�65*��� �*$&�R	�����-&$&� 3���3�=� 2����������B<��B B<$WE��B.����-,�&!���dB�$,3 B.����-&� $&��	�!� B<��B<��	
=��
	��� %$&�?	�$
Zb�� 3��N$&-�� �Q/*�?�v/*� ��� �`3;�$&��=.36	���B��F��@�	�$&�.��B<�J$&� 3��N$&-�� �Q/*�?�v/*� �2$&� ��=� \�� \$&�R	�$]�� 2Zb���	����?	�$�� 	 �<�
Z � �	&!# -&=�3��7B�$ �<=���B�� ��=�$]$&� ��-,�$,	���B<� �<��-,���N$,3 ��@ 	l$,	��7-&$&�?	
E�43 Z �4�E� Zb�� =<�<� ��$,���$]B�$ !���@��6	����
� $,Z<3�$,������<����� ��=�$&B<����B<�%�� \�4�E��B<� $&�"-���B<� =<�<� B�$�$&�
	����&� � � $&��$,��.!# �2B�$��� ]� ��$ �?=<$���$&-&$&�
�6	��
3��)Z[�4�	&!# -&=.3��(Z[�4E� $&��	�� @<3�$&-&$,���$ $&� -��4B[�)=��<�"B�$%$&��	��4� !���@<�6	��4� $&� 	l=<�
	��� %$&�?	�$\3��" 2�6	���B B�$23��
$&�<$,��.!# �CZb��	�$&��-,���43[B�$ 3���Z[�4�	&!# -&=.3���$,5��43�=<��B<��$&�d$,3.E��B.����-&���E$&�
Zb����B.��$&�?	�$ ��3��)!���@<�6	�� † � �W�?	�����-&$&�
3��XZ � �	&!# -&=�3���B�$ �[=.��B�����$&-&$&���6	���B.���
�6Z �  �j %$&B.�����?	�$  �4B����4-,�&!��� �W3��C %�6	��4B\B�$A��=2$&�<$,��.!# ��Zb��	�$&��-,���43
Z �  ��Zb��B�$,A$&�
	��4@�3�$&-&$,���$�$&� -���B<� =���� B�$C$&�
	����Y!���@<�6	��4� � $,Z�3�$,������<���&� �W��	�� $&�<$,��.!# � B.���
�6Z[��B<� $&�
3���0K=<$&�R	�$ B�$ 3�=� %�������
��B<��Bd$&� =���B�����-&��B<$ ��-,�$&-,�&!���b� ��=���	�� -&=<����B���3��;Z[�4�	&!# -&=.3��C��$ �<�A$&�
	��4@�3�$&-,��B<�
$&�\3�����=.Zb$, �<-,��$ B<$�3���$&��	
�$,363���-&$&�?	
E�43 �.��$ �[�C36�6@b$,E��B���3��� 2�6	���B]B�$ ��=\$&��$,��.!# ����E�,5��6	���-,�����<�43h� ���
3��XZ � �	&!# -&=�3���B�$ �[=.��B���$&�W363�$,5���B<� � 3<�$,Zb������$&�d3��C��=.Zb$, �[-,��$�B�$;3���$&�
	
E$,363���$&�R	����<-&$&� $&� ��$&-&$&���4����
��=�$]3��N��	
E�) %�6	��4B B<$%3��N$&��$,��.!# �NZb��	�$&��-,���43 ��$��"36�6@ $, �4B[�)	���	��43� %$&�?	�$�� � � ��	
 �4� Z[�43��4@�E�����W3��
0K����?	�$,E��B<$�3���$&�
	
E$,363�� $&� =��<�C0�=�$&�?	�$�B<$�3�=� %�������
��B<��BY	����]Z ��B�$,����E��-&�� %� $,3[B.����-&� B�$X��-,�$&-,�&!���
-&�� %Z�3�$,	�� �

9;�����
��B�$,E$& %���)��=�$,5��4 \$&�R	�$a$,3��4���6363�� B�$7$&�
Zb$&���� ∆r ��^X$73��+$&-�� �Q/*�?�v/*� �)��$J�
� �*=�$ ��=�$73��
3�=< 2�������
��B[�4B(Z�E�?B�=<-,��B<� Zb�� $&�
	�$����.�6363��]3���-�� 36� �4�4B<�]$&�)3�� Zb���
��-,�&!��� r $&�
	 !�dB[�4B[� Zb��

† � � �(� ����"$����&(� B ���� "$� 8 �-���H�����$&�	C� ���(�)�!���G��'��#� B � &*� C� "$��?����� E o6f�o = m � 2/2 − GM?m/r2 � B ��&!� C�)&*F����!���
�0� B ���$&(���)���)��@�?�+�5"$�����$&!�)"$�IC�)� "$�����*&IC� > � 	 �-�*�'F����?���#"$����"$�)� �?��� > ���;&(�I�)� 	)&!��/����!�)"$���5�#�����$��@�� : �5: m � 2/r = GM?m/r2 :
<=�5�-��� �(�0�*� �)F�(�������%���� ��#� B ��&*�IC� "$������������#� C��&*F#� �!� �0� B ���$&(�?���#� �(���$��� ��#� �$���$&�	C� ���(�)�!�)� E o6f�o = −GM?m/2r2 :

e4fhgjilk m�n o;pqsrKtvu w�x y�zRtv{Q|Ky~}~�
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L =
3G �mM?

2r2

{

1 −
(r?

r

)1/2
}

∆r. �Q/*�?�v/�T��

�W�
	��A3�=< 2�������
��B[�4Bd$&�`=�� Zb�?-&�� \�����?=�$ ����3���3���$&��$,	�.!# �XB�$;�� \�4��$ ��E�,5��6	���-,�����<�43 ��=�$ ��$ Z�E�?B�=<-&$
-&=<����B�� =��<�2Z[�4�	&!# -&=.3�� B�$ �<=���B��Y��$  =<$,5*$dB�$�3��\Zb���
��-,�&!��� r + ∆r �%3��2Zb���
��-,�&!��� r � �W�J$,0�$&-,	�� �
=.	
�636� � ����B��"3��\$&-�� �Q��G��vG���$&��-,3��4�� ��=�$d-&�� %�YB m = ρ B � $&�?	�����-&$&� 3��\	����4�%B�$d$&�<$,��.!# � ��E�,5��6	�� �
-,�����<�43 �W $&�
	 !� B<��B<��Zb�� �W = −GM? �m/2r �.^X$ 	��43b \����$, � �?=<$ 3���	�� � ��B�$X$&��$,��.!# � B�$C�� \�4��$
��E�,5��6	��4-,�����[� 3`$,5�� 3�=[�4B[� $&�\3���Z ������-,�&!��� r+∆r $&�
	 !��B<��B<��Zb�� ≈ −GM? �m/2r+GM? �m∆r/2r2 �
9;���\$&��	�����$���@�	
��$&��$ �?=<$�3���	�� � ��B�$ $&��$,	�.!# � B�$X�� \�4��$A36�6@b$,E��B<��Zb�� =��[�CZ[�4�	&!# -&=.3�� �43  \��5*$,���$
B�$�3��%Zb���
��-,�&!��� r + ∆r �23��2Zb���
��-,�&!��� r $&�
	 !�]B<��B<�dZb�� G �mM?∆r/r2 � � �\B.�60�$,�$&��-,���]$&�R	
E$ $&��	��
-��4�?	
��B<��B >73��Y$&-�� �Q/*�?�v/�T���E$,Z��$&��$&�?	��Y3��Y-����R	
��B[�4B B�$% %�� %$&�?	��"��� �*=.3��4 �?=�$%$&��	
E�����
Zb���	���B��
B�$�3�� Zb���
��-,�&!��� r � 3��dZ ������-,�&!��� r + ∆r �

9;���7	���B��Y$&�
	��Y��$ �
� �*=�$ ��=�$d�2Zb$&���4�B�$ �?=<$ 3��]$&��$,	�.!# �]	���	��43 36�6@b$,E��B<�\Zb���=��<�%Z[�4�	&!# -&=.3��
�?=�$��43�-������ � $,3b �4B����dB�$X3�� $&��	
�$,363��d$&�;3��  2�6	���B)B�$X3�� $&��$,��.!# � Zb��	�$&��-,���43 �[3�� 	����4��B�$�B����
�6Z[��-,�&!���
B�$ $&��$,��.!# � $&�
	 !�YB<��B<�%Zb���3��%	�� � �\B�$ Zb$,�B.��B<�]B�$ $&��$,	�.!# �)B�$,@���B<�Y�43W	
E�����
Zb���	�$ B�$  %�� \$&�R	��
�4���*=.3��4��[�4-,���\�40K=�$, �dB�$,3 B�����-&�2>"� 3��236�6@ $, �4-,�&!���JB<$�$&��$,��.!# � ��E�,5��6	��4-,�����[� 3h�W_ �  �d$ 	l$& %Z�36���<-��4
$&�
	�� �<	��� \$& %����$,3 3h!#  %�6	�$ -&=[�4�<B�� r � r? $&�)3��2$&-�� �Q/*�?�v/�T���Z �  � ��@�	�$&��$,X���&!#

L(r) =
3G �mM?

2r2
∆r. �Q/*�?�v/�S��

�W�
	��2-����?	
��B<��BF$&��	
�$&�X5*$&-&$&�C3��d	�� � �2B<$�$&��$,��.!# �Y��$&-&$&�E� ����2Z[�4E�\�� \�4�E�4X�%=��<� Z � �	&!# -&=�3�� �?=�$
��$�B�$&�
Z<3����4� B�$ r + ∆r � 3�� Zb���
��-,�&!��� r �

� �C \��� �� 2Zb���	����R	�$;$&� 	���B<��3���B.����-&=<�
�&!���dZ[�4E� B.����-&��� � α $&� �?=�$ 3�� 3�=� 2���<���
��B<��B2���XB�$,Zb$&��B�$
B�$23��)5?����-&������B<��B ν � �W�
	�$���$&- ���7$&� 	
=��
	��� %$&�?	�$\3�� ��=�$\B<� @b$,363�$ � �N� 3A \�?B�$,3��"Z����Z<=<$&�
	��"Zb��
� =��<�,>*$,5"> � �[� � =.E�?�
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-&$&�?	
E�43 M � �W� ��E�&5?�6	���-,�&!��� � $���	����.�����<�Y$&�
	��]�
� �*�.���[-�� ��=�$ 3��d0�=�$,	� �2-&$&�R	
�!# 0�= �R� m � 2/r B�$,@b$
��$,�� �*=<�43 �\3��%0�=�$,	�4� ��E�&5?�6	���-,�����<�43 GMm/r2 � � �?= !# � r �$,Z<�$&��$&�?	��%3��]B.����	��4�<-,��� $&�R	
E$d3�����B����
 ]�������;> �"$&�;3�� 5*$,3���-,��B<��BJ������ =�	�� 3 B�$C3�� Z[�4�	&!# -&=.3��2B<$�Z<�=�$,@[� �436�$&B�$&B���XB�$C3��  \����� M � � ���
$,0�$&-,	���� �$,3��4	
�65?����	��4� $&�%$,3 -��4 %Zb� ��E�,5��6	���-,�����<�43 B�$,@b$&�%��$, 	��� \��B���� $&�]-&=�$&�R	���-&=<����B�� � ≈ c �?�
@<��$&�(-&=[�4�<B�� GM/rc2 ≈ 1 � ^�$��[�<�� %���X$,3 � ��" �� � � � " % .�" � ��* � � ��*-%�� ��# χ ≡ 2GM/rc2 � ^X$�$&�
	��
 ]����$,E� �R-&=<�43 ��=.��$,A0K$&��!�� %$&��� �� �,5?�6	���-,�����<�43��?=�$ ���4	
���
0����R��3���-&����B.��-,�&!��� B<$ �?=<$ χ ≈ 1 �*E$��?=.��$,E$
B<$�=��<� 	�$&���!# �%�$,3��4	
�65?����	��\B<$�3�����E�,5��6	���-,�&!���JZ[�4E� ��=NB�$&��-,��6Zb-,�&!���b� �`3 Z[�4.!�4 \$,	
�� �� �,5?�6	���-,�����<�43
	
��$&�<$�3����X�
� �*=.��$&�?	�$&��5��43����$&�XZ[�4E� B.���
	
���?	�������@�	
$,	����X���
	
�����!�� 2��-&��� �

� z � � =.Zb$, �<-,��$�	�$,��$&�
	
�$ � χ � � � � ��� ≈ 1.4 × 10−18 �

� zVz � � =.Zb$, �<-,��$�B<$,3D����3 � χ� = 4 × 10−6 �

� z zVz � � =.Zb$, �<-,��$�B<$�$&�<���<� @�3�����-���� χ � � ≈ 5 × 10−4 �

� z�� � � =.Zb$, �<-,��$�B<$�$&�
	
�$,363��2B<$���$&=.	
����<$&� � χ ��� ≈ 0.3 �

� � � �`3D=��.�65*$,E���\-&�� \�2=�� 	���B�� � χ � ≈ 0.1 − 1 �
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§38. Experimentos de Eötvos, Dicke y Braginsky
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§40. Gravitación y espacios curvos
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§41. Corrimiento al rojo gravitacional
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��B�$,E$& %��� � ����E� $,3bZ<��$&=�B����R	�$&������X=��.�6	��4����\B�$XE��� �*�d=���� �j$,3b	�$&������ B�$ � $,5�� � 9 �65��6	�� �
εabcd $&� =�� $&�
Z[��-,��� �R�436�63�$������ �j-,01�;��$&-&-,�&!��� § � 8 �E�AcD �4�<�
0K��E %$& %���]� ����E�F$&��	�$"	�$&������ �a=��
�����
	�$& \�CB�$;E$,0K$,�$&�<-,��� �j$&�
Z[��-,��� -&=.�5*� �`-&=<�43 ��=.��$,E��> B<$&����	R!$& %���
3�� $&�%$&�
	�$ $&�
Z[��-,����-&�� \� Eabcd �
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-&�����B�$&�[�4B[�4� xk �$,Z<�$&��$&�?	��4� 3���� Z<=<�R	���� B�$,3;$&�
Z[��-,���J-&=.�5*� � 9;��� $&�
	�� � 3��)E$,3��4-,�&!��� $&�R	
�$\3����
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Eabcd =
∂xa

∂x ′p

∂xb

∂x ′r

∂xc

∂x ′s

∂xd

∂x ′t
εprst �h8R/���� 8 �

9;���N�&>�=�B[�dB�$C3��d$&-�� ��� 8.���&H����.3��d$&-�� �h8R/���� 8 � ��=�$&B<�d-&�� \�

Eabcd = Jεabcd, �h8R/����&H��

$&�"B�����B<$

J =
∂(x0, x1, x2, x3)

∂(x ′0, x ′1, x ′2, x ′3)
= B�$,	

(
∂xi

∂x ′k

)
, �h8R/����&G��

$&� $,3 �*�4-&��@<���4�<�2B�$�3���	
 �4�<�
0K��E \��-,�&!��� ��$&�;B�$&-,�6 � J $&�;$,3 B�$,	�$,� 2���[�4�?	�$�B�$X3��  \�4	
�� � ∂xm/∂x ′q �
_ �4E��-��43�-&=.3��4A$,3<5��43��� B<$�$&�
	�$��*�4-&��@<���4�<� � -&���<�
��B�$,�$& \��� 3��C	
 �4�<�
0K��E \��-,�&!���\B<$,3�	�$&������; !$,	
���-&�
gik (0) = ηik = B.����� (1, −1, −1, −1) $&�F$,3 �
���
	�$& ]�]B�$ �$,0�$,�$&��-,�����R�436�63�$������N-&���a-&�?���B<$&�<��B<���
x ′k �(=��L�����
	�$& \�(-&=<�43 ��=.��$,E�F-&=�>R�4�\-&�?��EB�$&�<��B<���\����� xm � � �N	
E������0K��� ]��-,�&!��� $&�?	
�$"�� @ ���
�
���
	�$& \����B�$��$,0�$,�$&��-,���d$&��	�!�2B<��B<� Zb��

gik =
∂xi

∂x ′p

∂xk

∂x ′q
gpq (0), �h8R/������ �

$&�JB�����B�$ gik $&��$,3`	�$&������� !$,	
���-&�)$&�J$,3 $&�
Z[��-,��� -&=.�5*� � � �W� ���� �2	��� ]�4 \����$,3WB�$,	�$,� 2���[�4�?	�$
B�$ 3��]$&-�� �h8R/������ � �b$&�?	�����-&$&� -&�� %�YB�$,	 (gik) ≡ g �R>(Zb���3��Y	��4�?	��)B�$,	

(
gik
)

= 1/g B<$2�4-&=<$,�B��
-&���"3��%$&-�� �h8R/����&��� � ��B�$& !����B<$ ��=�$ B<$,	

(
gik (0)

)
= −1 �[��@<	�$&��$& %��� 1/g = −J2 �[^X$ �
�?= !# ��=�$ 3��

$&-�� �h8R/����&G���	��� \$�3�� 0���� \�

Eabcd =
1√
−g

εabcd. �h8R/����&T��

�W�
	�� $&��3�� 0K��� ]� �?=�$%	
��$&��$%$,3 	�$&������ B�$ � $,5�� � 9 �65��6	��N$&�+-&=<�43 �?=���$,2�
���
	�$& \�Y-&�����B�$&�[�4B<� � �W�
0 �$&-&=<$&�R	�$A���X=.	
�636� � �4 ��=���-���$,3 3���B��C� � ��=.��$,�B���B�$ 3���$&-�� �h8R/����&T�����_ ��W3���	����?	�� �*-&=<����B�� ��=�$,E�� %���
�$,Z��$&��$&�?	��4 ��$&�
	�$ 	�$&������ $&� -&=<�43 ��=.��$, �
����	�$& \��B�$ E$,0K$,�$&�<-,�����*=�	
�636� � �4�$& %���\!=�����-��4 \$&�R	�$ $,3?3���B��
B�$,�$&-	�<�]B<$�3��2$&-�� �h8R/����&T�� � ^ ��- ���YB�$���	
E�\ \�?B�� �[$,3 	�$&������ εpqrs/

√
−g �$,Z��$&��$&�?	��4.!�]B�$ � ����E�

$&� ��B�$,3����?	�$J$,3 5�� 3���)B<$,3 	�$&������ �j-&���?	
E�,5�� ����4�?	�$ �"B�$ � $,5�� � 9 �65��6	�� $&� -&=[� 3 ��=.��$,)�
����	�$& \�FB<$
�$,0K$,E$&��-,���?�

��� � ����E�\@[��	��4 \����3����d!# ��B.��-&$&� B�$ 3��]$&-�� �h8R/����&T����b��@�	�$&��$& %����3�����-&�� 2Zb����$&�?	�$&��-&� 5��4������?	�$&�
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Epqrs =Eabcd gap gbq gcr gds =
1√
−g

εabcd gap gbq gcr gds =
−g√
−g

εpqrs

=
√

−gεpqrs,

�h8R/����&S��

B<$ ��-&=�$,�B����;3�� $&-�� ��� 8.���&H�� � � � $&-�� �h8R/����&S��`�
� �*�.���<-�� ��=�$ 3����`-&�� 2Zb����$&�?	�$&�W-&��5��4������R	�$&� B�$,3�	�$&������
B<$ � $,5�� � 9 �65?�6	��]$&�N-&=<�43 �?=.��$,��
����	�$& \� B�$�E$,0K$,�$&�<-,���d$&�
	 !���NB<��B<��� Z �� √−gεiklm �

_ �4E� 	�$,E 2���<�4�$&��	��d��$&-&-,�&!��� �*$&��$,E�436��-&$& %���C3��d0K��� ]� B�$��$��436� � �4X���R	�$��� �4-,�����<$&��5?����	��2$&�)3��
��$&-&-,�&!��� § � 82Z[�4E� $,3 -������2B<$�$&�
Z[��-,�����C-&=.�5*���&�

✞ � � � �-.�" ��#!' %���"
� � � ��%�# � � � � , � ��� � � " % ,�*�� � � ' *-%�� � '�� ➜ � � =<� $&��Z[��-,��� �R� 36�63�$������
-&��� -&�����B�$&�[�4B[�4� x ′k � =��Y$,3�$& %$&�?	��dB�$�5*��3�=� %$&�)B Ω ′ $&�
	 !� B<��B�� Zb�� B Ω ′ = B x ′0 B x ′1 B x ′2 B x ′3 �
� 3 	
E�����
0���� ]� �3��%� =��)$&�
Z �4-,���]-&=.�5*�\-&���"-&�����B�$&�<��B<��� xk ��$&�?	�����-&$&�C��$���@�	
��$&��$

B Ω ′ →
∂
(
x ′0, x ′1, x ′2, x ′3

)

∂ (x0, x1, x2, x3)
B Ω =

√
−g B Ω. �h8R/��v��M��

� �)��	
E����Z[�43��4@�E����� $,3D$,3�$& %$&�?	�� √
−g B Ω E$,Z��$&��$&�?	��d$,3D$,3�$& \$&�R	��\B�$����?	�$���E��-,�&!���JB�$C5*��3�=� %$&�

-&=[� 	
E���?B.�� %$&���������<�43WZ[�4E� -&=<�43 �?=���$,C�����
	�$& \� -&�����B�$&�<��B�� �hZ�3������%�%-&=.�5*� �E�
✞ � � � �-.�" ��# ' %���"
� � � � �
* � � "�' � � � " � ��* � , � � "
� ' ,�*�� � � ' *-%�� � '�� ➜ � 3�� �*=<�43 �?=�$"$&� $,3

-������ �R�436�63�$������ �C$,3�$,3�$& %$&�?	��LB�$ �.�6Zb$,���=.Zb$, �[-,��$ �?=�$7��$ �*$&��$, �+$&�?	
�$(	
�$&� B�$&��Z�3�� � �� 2��$&�?	����
��� �<�.�6	�$&�
�� ]� 3�$&�]B�$\3����2-&�?��EB�$&�<��B<���2$&�
	 !�(B<��B��(Zb�� $,3A	�$&�<����%���R	
���
�� !$,	
���-&�+B Sikl � �`3A5*$&-,	���
B<=<�43D��$&�
	�$C %���� %� $&�
	 !� B<��B�� Zb��;3���-&���?	
E��-&-,�&!���7B�$C$&�
	�$X	�$&�������-&���)$,3b	�$&������ √−gεiklm ���W�
��	
 �4��Z[�43�� @<E�����[$,3D$,3�$& \$&�R	��\B�$C���?	�$���E��-,�&!���7Z[�4E� =��<� �.�6Zb$,���=.Zb$, �[-,��$�B�$C	
�$&��B��� %$&���
�����<$&��$&�
=<�)$&�
Z[��-,���]-&=.�5*�%$&��	�!�2B<��B��dZb��

√
−g B Si =

1

3!

√
−gεiklm B Sklm. �h8R/��v�.� �

✞ � � � �-.�" ��# ' %���" � � � � �
* � � "�' � � � " � ��* � , � ,
%�' ,�*�� � � ' *-%�� � '�� ➜ � �F$&�
	�$2-������ � $,3 $,3�$ �
 \$&�R	��"B�$d��=.Zb$, �<-,��$��*$&�<$,E��B��)Zb���B�����B<$&�
Z�3�� � �� 2��$&�?	���� ��� �<�.�6	�$&�
�� ]�43�$&� B<$d3�����-&�?��EB�$&�<��B<���
$&��	�!� B<��B�� Zb�� B fik � � �R	�����-&$&� � $,3 $,3�$& %$&�?	��dB�$ ���R	�$���E��-,�&!���"Z[�4E��=��[����=.Zb$, �<-,��$XB�$�B���� B��� %$&� �
��������$&��-&=��5�� $&��	�!�2B<��B��dZb�� $,3D	�$&�<�����B�=[� 3 � $&�
	�$�	�$&��������[$&��B�$&-,�6��

√
−g B f∗ik =

1

2!

√
−gεiklm B flm. �h8R/��v�����
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✞ � � � �-.�" ��# ' %���"
� ��� � �
* � � "�' � � � " �
��* � , � ��� � ,�*�� � � ' * �%�� � ➜ � ��=b!# $,3X$,3�$& %$&�?	��+B�$

���R	�$���E��-,�&!���J$&��$,3DB�$&�
Z�3�� � �� %��$&�R	��YB xk �
� ���W	�$&���$& ]���W���R	�$��� � 3�$&� �h	�$&���$& ]�XB�$ ��	�� � $&� � 5����
	���� $&� 3��C��$&-&-,�&!��� § � 8�Zb$,� ]����$&-&$&�d��B !$&�?	
���

-&���&���W� ��	
E��� Z[�43��4@�E�������
�R=.	
�636� � �� \���D3����DB<$��<�.��-,������$&�`B�$ B Ω ��B Si ��B f∗ik B<��B<��� Zb�� 3����D$&-&��� �h8R/��v��M�� �
�h8R/��v������� $&�?	�����-&$&�Y3����\	
E�����
0���� \��-,������$&�YB�$ 3��F$&-�� ��� 8.�v��8 � � 3��J$&-�� ��� 8.�v��G��\> 3��F$&-�� ��� 8.�v�*� �]�����
5 !�436��B<���&�

§44. Intervalos de espacio y tiempo

9;�����
��B<$,�$& %����B<����$,5*$&�R	���� ��=�$���$�$&��-&=<$&�R	
E���"��� �<�.�6	�$&�
�� ]�43� %$&�?	�$ ��$,Z[�4E��B����A> �?=�$��?-&=. �
�$&�Y$&� $,3  %���� %� 3�= �R�4�$&� $,3b$&�
Z[��-,��� � �`3 ���?	�$,�5�� 3��\B s = c B τ $&�?	
�$��4 @b���A$,5*$&�?	���� �j-,01� ��$&-&-,�&!���
§ �&��� � -&��� τ $,3 � * ��� � % � " % � *-% � $&�C	��43 ��=�$dB s2 = gik B xi B xk -&���aB x1 = B x2 = B x3 = 0 �D_ ��
3��F	����R	�� � $,3 	
��$& %Z �FZ����Z����+$&�
	 !�7�$,3���-,�����<��B�� -&���L3��F-&�?���B<$&�<��B<�7	�$& 2Zb��E�43 x0  %$&B����4�?	�$N3��
�$,3���-,�&!���

B τ =
1

c

√
g00 B x0 �h8�8.��� �

^�$�$&�
	��  \����$,E� �<��� �� @b����$,5*$&�?	����C�?-&=���$&�"$&�"$,3  2���� %� Z<=��?	��2B�$,3 $&�
Z[��-,��� � $&�R	�����-&$&� †

τ =
1

c

∫ √
g00 B x0. �h8�8.�v/��

^�$ � ��=b!# ��$C5*$ ��=�$

g00 > 0. �h8�8.� 8 �

� �&!# Z<=�$&���`=��<�" !$,	
���-�� gik B�$,3;$&�
Z[��-,�����R	
��$& 2Zb�F���4	
���
0h��-&$ B���� Z����Z���$&B[�4B<$&� �� 2Zb���	����R	�$&��� � �
Z���� %$, �J	
��$&��$ ��=�$(5*$,Y-&��� 3���� ��� �*����� B�$N3��a !$,	
���-��a-&=<����B<� $&��	��a %���� \�J$&�]363�$,5���B<� �F��=
0K��� ]�JB.�����*���<�43 �h�h� $�� gik = 0 Z[�4E�J	���B�� i 6= k �E�A^�$,@<��B�� � ��=�$NB<$,	 (gik) < 0 -&=<����B�� 3��
 +!$,	
���-��7$&�2$&��-,��6	��N$&� ��= 0K��E \� �R�436�63�$����<�a>+-&�� \�J$,3��
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 �4�<�
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† 9��G���)� �$/������(�)� �����A";�&*&(��� �$� ��� 8 ��� 8 � B �����(�-�����G��� B �)"$���+����"$����&(��%A��H� τ = gik
� xi � xk/c

� B ��&������!�)���(�

τ =
1

c

∫

gik
� x

i � x
k
. , � �: D)9
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	��  %���� %�;Z�E�?-&$&B.�� %��$&�R	��C����Z<=�$&B�$ �$��436� � �4���$

Z �  ��$,3 -��4��� B�$X$&�
Z[��-,�����A-&=.�5*�����.B�$,@���B��d� ��=�$X$,3[	
��$& %Zb��Z�E��Z���� 	
��$&��$C=��<��B<$,Z $&�<B�$&��-,��� $&�\3��
-&�����B�$&�[�4B[� x0 ��=�$�5��4����dB�$ �4-&=<$,�B��\� 3�� Zb���
��-,�&!���7$&�)$,3 $&�
Z[��-,���%-&�� \�2��$�5*$�B�$�3��d$&-�� �h8�8.�v/����

_ �4E� -��43�-&=.3��42$,3 $,3�$& %$&�?	��(B<$d3���� ���6	�=�B B l $&�a=<�a$&�
Z[��-,���7-&=.�5*� � �$��436��-&$& %��� $,3;�
� �*=.��$&�?	�$
$� Zb$,��� %$&�?	�� � � �2=��dZ<=<�R	���� B�$,3<$&�
Z �4-,��� 3�����-&$& %��� =��<�X��$��<�43 B�$;3�=�� �<��-,����$,3<Z<=��?	�� � �*B�����B�$
��$2$&��-&=�$&�?	
E�)=<�a$&�
Zb$ 	
���?=<$2�$,@b��	��]3��YE��B.����-,�&!��� B�$25�=�$,36	�� �<��-,���)$,3 Z<=��?	��"��� � =.Zb��� �R�� %���
��=�$�$,3[$,5*$&�?	�� B<$ ���436��B<��B�$,3 �<� �XB�$A3�=���-&����$&�
Zb����B<$ $&�?	�����-&$&��� xk + B xk � �`3[$,5*$&�?	�� B�$,3<�$��[$ 	l�
B<$,3 �<� ��B�$C3�= ��-&����$&��Z ���<B�$�� xk � � ��-,��6@[�� %���C� ����E�d�43 ���?	�$,�5�� 3��YB s -&�� %�

B s2 = gik B xi B xk = g00

(
B x0
)2

+ 2g0α B x0 B xα + gµν B xν B xµ. �h8�8.�vH��
� ��	
E�&>*$&-,	�������2B�$,3 �<� �CB�$X3�=�� ��=�$XZ[�4�	�$CB�$C� �<��-,��� � >\3�=�$��*� �$����$&�����<��-,��� � Zb��A$,3  %���� %�
-��� %�����"$&��	��43 �?=�$%B s = 0 � � =���	
�6	�=.>*$&��B��($&�
	�$d5��43��� $&�J3��)$&-�� �h8�8.�vH���>7�$&����365���$&��B��NZ[�4E�YB x0

��@<	�$&��$& %���XB���������3�=<-,������$&�

B x0 (±) =
1

g00

{

−g0µ B xµ ±
√

(g0µ g0ν − gµν g00) B xµ B xν

}

, �h8�8.�vG��

^X$d�
�?= !# ��$ ��� �*=�$ �?=<$ 3��]��$��[� 3 �E� 3�$ B�$,3WZ[=��R	��Y� �43`	
��$& 2Zb� x0 + B x0 (−) �[363�$��R� �43WZ<=��?	�� � �43
	
��$& %Zb� x0 >]�$����$&�E� �?=�$,5��� %$&�?	�$ �43 Z[=��R	��%� �43 	
��$& %Z � x0 + B x0 (+) � �`3 	
��$& 2Zb� 	���	��43���=�$���$
363�$,5��2B<$&��B�$�3��d�E� 36��B[�dB�$,3DZ[=��R	��%� �<���
	�� ��=�$�$,3 �<� ��5 =�$,365*$ � E$����$&���4X�43D %���� %� Z<=<�R	��\$&�

B x0 (+) − B x0 (−) =
2

g00

√
(g0µ g0ν − gµν g00) B xµ B xν. �h8�8.� � �

^X$"��-&=�$,EB�� �(3��F$&-�� �h8�8.��� ��� $,3 ���?	�$,�5��43�� -&����$&��Z ���<B.��$&�R	�$7B�$)	
��$& 2Zb�FZ�E��Z����a$&�\$&�R	�����-&$&�Y3��
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-��4�?	
��B<��B7B�$�3��d$&-�� �h8�8.� � �� =.36	
�6Z�36��-���B<�\Zb�� √g00/c �<^X$�$&�
	��d ]����$,E� ��3��dB.����	��4�<-,���2B l $&�R	
E$�$,3
Z<=��?	��%� > $,3 Z[=��R	�� � $&�
	 !�2B<��B��dZb�� $&��	�$�	
��$& 2Zb�dZ�E��Z����% =.36	
�6Z�36��-���B��]Zb�� c/2 �<$&��B�$&-,�6 �

B l2 = γµν B xµ B xν. �h8�8.�vT��

$&�"B�����B<$�$,3 	�$&������X !$,	
���-&� γµν B�$,3 	
�$&� �?$&�
Z �4-,���]$&�
	 !�dB<��B��2Z ��

γµν ≡ −gµν +
g0µg0ν

g00
. �h8�8.�vS��

� � 0K��� ]��-&=<��B..!�4	
��-���Z[�4E� $,3.$,3�$& \$&�R	���B<$ 3��������6	�=�B%B<��B<��Zb��`3�� $&-�� �h8�8.�vT�� B�$,@b$;��$,`Z �����6	
�65��
B�$��<�.��B<� � $&� B�$&-,�6 �

γ11 > 0, B�$,	
[
γ11 γ12

γ21 γ22

]
> 0, B�$,	




γ11 γ12 γ13

γ21 γ22 γ23

γ31 γ32 γ33


 > 0. �h8�8.���&M��

��� � ����E�2��=��
	
�6	�=.�� \���X3���� 5��43����$&��B�$ γµν �[B<��B�����Zb�� 3��d$&-�� �h8�8.�vS����<$&�N3��2$&-�� �h8�8.���&M��X��$ ��@�	
��$&��$
�?=�$�$,3D	�$&������X !$,	
���-&� gik B�$,3 -&=<�4	
����?$&�
Z[��-,���Y���4	
���
0h�4-&$

g00 > 0, B<$,	
[
g00 g01

g10 g11

]
< 0, B�$,	



g00 g01 g02

g10 g11 g12

g20 g21 g22


 > 0, g < 0. �h8�8.����� �

	 � $&�
Z[��-,���N !$,	
���-&�7-&=.>R��� -&�� %Zb����$&�R	�$&� ���N���4	
���
0h�4-&$&� $&��	�!���d-&����B���-,������$&�2-��4�$&-&$]B�$%��$&�?	
��B��
0O!# �
��-&� �b$&��B�$&-,�6��[���dZ[=�$&B�$���$, �*$&��$,E��B��2Zb�� -&=<$,�Zb���  \���
�65*����B�$�3��d�[� 	�=�E�43�$ � �?�

UW$��4 \��� � ���� � -&�� %�N�
����-,����.� �4�  3���� �$,3��
	l$&� $&� =��a$&��Z[��-,���N-&=.�5*� � �W�+$,3 -������NB�$,3 ���?	�$, �
-��4 @���� B<$ 3�������$��[� 3�$&��B�$�3�= � �?=�$ ���43�$&�JB�$ � � 363�$��R� � � >($&��E$��<$ 	
��B<�]��=�$,5��4 \$&�R	�$ �<��-,���\$,3
Z<=��?	��%� �<Z ��B�$& \����B�$&-,�6 �?=�$ $,3 $,5*$&�?	��\���� =�36	��4�<$&�]-&���N$,3DZ<=<�R	�� � �?-&=.>*�%	
��$& %Zb�2$&�
	 !�2B<��B��
Z ��X3��2-&�����B�$&�[�4B[� x0 � $&��	�!�\B<��B��\Zb���3��\ 2�6	���B7B�$,3W�,5�����-&$dB<$,3 �$,3��
	C$&�R	
E$ 3����C \�� %$&�?	����XB<$
���436��B<�d>]�$,	�������]�43 Z<=��?	��%��� �W�"��	
E��� Z[�43�� @<E�����[$,3 	
��$& 2Zb�

x0 + B x0 = x0 +
1

2

(
B x0 (+) + B x0 (−)

)
, �h8�8.���&���

 %$&B.��B��%$&�"$,3DZ[=��R	��\� �<$&��	�!�2�
����-,����.� �4�4B<�\-&���($,3 	
��$& 2Zb� x0 ��=�$�$&�
	 !�% %$&B.��B��%$&�"$,3DZ[=��R	�� � �
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9A���Y�&>�=�B[� B<$ 3�� $&-�� �h8�8.�vG��A��$�5*$C$&�R	����<-&$&� �?=<$�3�� B.�60�$,�$&��-,��� B�$�	
��$& 2Zb� B x0 ��=�$C��$X��@�	
��$&��$�B�$
������-,����.� � �4CB����AZ<=<�R	�������� �<�.�6	�$&���� \�43� %$&�?	�$ ��$,Z[�4E��B����X$&�)$,3 $&�
Z �4-,���\$&�
	 !�2B<��B��2Z ��

B x0 = −gµ B xµ. �h8�8.���&/��

$&�NB�����B�$�$,3D-&=<�4	
����R5*$&-,	��� gµ $&�
	 !�dB[�4B<�2Zb��

gµ ≡ g0µ

g00

�h8�8.��� 8 �

� 3��d3��4��*�]B�$�=��"-,�6�-&=.�6	��]-&$,�E��B�� �<3��d���R	�$���E�43WB�$�3h!# ��$�� ��=�$���$���@<	
��$&��$ B<$�3�� $&-�� �h8�8.���&/��X���2$&�
�<$&-&$&���4����� %$&�?	�$ -&$,�� � �W��-,3��4��2$&�?	�����-&$&� �?=�$��<�d$&�AZb���
�6@�3�$�$&�)Z���� %$, �����<�
	�����-,��� � �
���<-,����.� � �4
3������$,3��
	l$&��$&�)=�� $&�
Z �4-,���\-&=.�5*� � �W��	��dZ<=�$&B�$C3���� � E��$a!=��.��-��� %$&�?	�$�$&�)3�����-���������$&� 3���� ��=�$C3����
-&�� %Zb����$&�R	�$&�;B�$,3 	�$&������A !$,	
���-&� ��$����]	��43�$&� �?=�$ g0β = 0 � � ��	l� $&�
	���-,�6�-&=<���
	�����-,������$&� Z �����6@�3�$
������-,����.� � �4X	��?B<����3�����E$,3��
	l$&��3��?-��436� � ��B�����$&�N=��<� 5�� ���$&B<��Bb�

�`3 �<$&-	���(B�$ ��=�$\���"��$�� Z �����6@�3�$\������-,����.� � �4 �$,3��
	
$&� $&�+$,3 $&�
Z[��-,���7���"$&� =��<�YZ�E��Z���$&B<��B
���[� 	�� �%3�� �*$&�� %$,	
�!# � B<$ 3��%5��4���$&B<��B �jB<$,3 $&�
Z[��-,�����R	
��$& 2Zb� �E� �W�
	�� ��$ B�$,@b$d�23�� �4�@<�6	
E�4���$&B<��B
B<$�3�����-&�����B�$&�<��B<��� �jB�$,3 �
���
	�$& \�2B�$��$,0�$,�$&��-,��� � $&��-&�����B<���&�D' $&B.�����?	�$ =��<� 	
E�����
0���� ]�4-,�&!���7B�$
-&�����B�$&�[�4B[�4�Y$&�%Z �����6@�3�$�� B<$"=��<�(��� �<�.��B<��B B�$" ]����$,E����� 363�$,5��4"�(3��4�Y-&�� %Z ���<$&�R	�$&� g0β B�$,3
	�$&�<����� !$,	
���-&�%Z[�4E� ��=�$���$��4��=.3�$&�b�

�W�F=��F$&��Z[��-,���)Z�3������)$,3 	
��$& 2Zb�YZ����Z����"$,3�� Z[���YB�$d \����$, �\B����
	
���R	��)Z[�4E�]B������$,3��
	
$&� ��=�$
��$� =�$,5*$&� =��<� -&���]�$&��Z $&-,	��d�43b��	
�� �j-,0O�.��$&-&-,�&!��� § �&���E���W�Y$,3 -������ B�$X$&�
Z[��-,������-&=��5*������$&�
	�� $&�
-,��$,�	������<-,3�=����CZ[�4E���$,3��
	l$&� ��=�$ $&�
	 !���2$&��E$,Z ������=��<��-&��� �$&�
Zb$&-,	��XB�$,3.��	
�� ��Z $,E� 3���-��436� � ��B���� $&�
Z[=��R	�����B.�60K$,E$&�R	�$&� B�$,3 $&�
Z[��-,��� � � �
	��)�
� �*�.���[-�� �?=�$d$,3W���?	�$,�5��43��NB�$ 	
��$& %Zb�YZ����Z���� ��=�$d$,3��4Z<���
$&�?	
�$)B<���2$,5*$&�R	���� ��=�$)��-&=.��$&� $&� �43 � !=�� 3�=��R� ]B�$,3 $&�
Z �4-,��� � > $,3����R	�$,�5��43�� B�$Y	
��$& 2Zb� ��=�$
��-&=.�E$�$&�?	
�$ B����C$,5*$&�R	��������� =�36	�!����$&��� �d$&�
	�����B<���X$&�(��	
��]Z<=��?	��YB�$,3`$&�
Z[��-,��� � B.���<$,�$&�J$&�?	
�$
���h�

§45. Diferenciación

�W�N=<�N$&�
Z �4-,���]Z�3������]B�$ -&=<�4	
��\B��� %$&���
�����<$&���[3��%B.�60�$,�$&��-,���43 B Ak B�$�=��"5*$&-,	��� Ak 0���� ]�
=<�)5*$&-,	�����b� B<$& !�����<3��dB<$,��65���B<� ∂Ak/∂xl 0���� \� =��"	�$&�������� �W�(=��"$&�
Z �4-,���]-&=.�5*�]$&�
	��\���%$&�
����$& 2Z��$X-,��$,�	�� �<^���-	�<� B<$���	
��  %��B�� � $&�Y=��\$&��Z[��-,���d-&=.�5*� -&=<�43 �?=���$,E� ��� �
��$& 2Z�E$���=<-&$&B�$ ��=�$
3�� B.�60�$,�$&��-,���43 B Ak ��$���=��Y5*$&-,	��� > ��=�$ ∂Ak/∂xl ��$�� =<�\	�$&�<������<_ �  ��5*$,�$&�
	�� ��-&�����
��B�$,E$& %���
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3��d	
E�����
0���� ]�4-,�&!���JB<$,3 5*$&-,	��� Ak B<$�=��(�
���
	�$& ]�2B�$ �$,0�$,�$&��-,���%�%��	
�� � B<��B<�dZb�� 3��%$&-�� �h8R/��v/�� �
� � B.�60�$,�$&��-,���43WB�$�$&�
	�� �$,3���-,�&!���7$&�

B Ak =
∂xk

∂x ′m
B A ′m + B

(
∂xk

∂x ′m

)
A ′m =

∂xk

∂x ′m
B A ′m + A ′m B xp ∂2xk

∂x ′m∂xp
. �h8RH���� �

�W�
	�� -����R	
��B<��B($&�A=��Y5*$&-,	�������b>\����3��2��� ∂2xk/∂x ′m∂xp = 0 ��$&�AB�$&-,�6 �����b3���	
 �4�<�
0K��E \��-,�&!���"B�$
-&�?���B<$&�<��B<��� $&�;36����$��43h� � �� ��� !���YZ ��A3�� ��=�$C3�� B.�60�$,�$&��-,���43 B Ak ���d$&�A=��Y5*$&-,	���X$&� �*$&��$,E�43D��$
B�$,@b$�� �?=�$�$&��	�� B.�60K$,E$&��-,���43 E$,Z��$&��$&�?	�� 3�� B.�60�$,�$&��-,���2B<$,3 5*$&-,	��� Ak 3���-��436� � ��B��\$&�NB����AZ<=<�R	����
B�$,3�$&�
Z[��-,������� �<�.�6	�$&�
�� ]� 3� \$&�R	�$X��$,Z[�4E��B���� > �*-&�� %����$ 5*$�B�$ 3��C$&-�� �h8R/��v/�� ��Z[�4E�XB.���
	
���?	���� Z<=<�R	����
B�$,3 $&�
Z[��-,���d3�����-&�� %Z ���<$&�R	�$&��B<$,3b5*$&-,	��� Ak ��$X	
E�����
0���� \��� B�$C \����$, ��B.����	
���R	��?� � �
	�$C 2���� \�
�4�;!�436���
����Z<=�$&B�$ �<��-&$,���$�	��4 @��E!$&�7Z[�4E�d3��4�X-����R	
��B[�4B<$&� ∂Ak/∂xl >)B�$,@���B<�]� 3��2	
E�����
0���� \��-,�&!���
B�$�3�� $&-�� �h8R/�� 8 ����$��
� �*=�$ �?=<$�$&�
	��d-����?	
��B<��B(�<�2$&��=��"	�$&�������$&�)	R!$,E 2������� �*$&��$,E�43�$&�&�

� � �?=�$ �<�4�$& \���Y� ���� �F$&�\@<=���-��4 =�� $��?=.�65��43�$&�R	�$ �73��+B.�60�$,�$&��-,���43�B Ak $&� =�� $&�
Z[��-,���
-&=.�5*� �?=<$X��$X-&�� %Zb���	�$�-&�� \� =��]5*$&-,	�����<^���-	���dB�$C��	
��  \�?B�� ��	
E�����
0���� \$& %���;� 3 	�$&�������B Ak

B�$&��-,��6	��J$&� =�� $&�
Z[��-,��� �R�436�63�$������ �;�"=�� $&�
Z[��-,���J-&=.�5*� � �W� -&�����B�$&�<��B<���2-&=��5?�63h!# ��$����]��=�-&$&B�$
�?=�$7Z �  �a-��43�-&=.3��4"3�� B.�60�$,�$&��-,���43 B�$7=�� 5*$&-,	��� �h�h� $��A3�� B.�60�$,�$&��-,��� $&�?	
�$73����Y5��43����$&�"B�$7=��
 2���� \�C5*$&-,	��� 3���-��436� � ��B�� $&�2B���� Z[=��R	���� ��� �<�.�6	�$&���� \�43� %$&�?	�$C-&$,�-�������� �WB<$A	��43[ \����$, � ��=�$�$&��	��
��Z $, �4-,�&!��� �*$&��$,�$ =��(5*$&-,	��� � $&�C��$&-&$&���4���� ��=�$ 3����CB����C5��43����$&��B<$,3 5*$&-,	��� ��$����J��=��
	
E�?!# B�����$&�
$,3  %���� %��Z[=��R	�� B�$,3 $&�
Z[��-,��� �.� B�$& L!�4� ��$&�
	���B.�60�$,�$&��-,��� B�$,@b$ ��$, 	�� 3 ��=�$�-&=[�4�<B�� ��$�363�$,5*$���-��4@ �
$&�J=��7�
���
	�$& \�\B�$ -&�����B�$&�<��B<��� �R�436�63�$������ �`-&������-,��B<� -&���73��\B.�60�$,�$&��-,���43 B Ak � �W�7-&�����B�$&�<��B<���
�R� 36�63�$����<�����.3��C��Zb$,E��-,�&!���\�$���=�$,���B<��-&�����<-,��B�$�-&���%	
E���
3���B<�4 Z[�4E�43�$,3��� %$&�?	�$��X�
�< 2���� %���X=�����B<$
3���� 5*$&-,	����$&� B�$&��B�$A=<� Z<=��?	����<���
	��CB�����B<$A��$;3��?-��436� � ��$,3<��	
��C5*$&-,	����� �W�
	�$ � " ��� ' � %�" � � � ��" ��# ��#&%
$&� 	l=<�
	��� %$&�?	�$�3�� ��=�$��<���
	��d� ���� ���<� ���$��436� � ��B��\Z[�4E� -�� 3�-&=�3�� C3�� B.�60�$,�$&��-,���43WB�$�B���� 5*$&-,	����$&�
3��?-��436� � ��B���� $&�L=<� $&�
Z[��-,��� �W=�-,36��B.������� � ^X$,@���B�� �N3��4�\Z����Z<��$&B<��B�$&�\B<$)=��L$&�
Z �4-,���+Z�3������ �;� 3
	
E���
3���B<�4 Z �  � 3�$,3��� \$&�R	�$ $&� �
�; 2���� \�"� =��a5*$&-,	���2B�$%=��+Z<=��?	��N�)��	
�� � $,3 5�� 3���dB�$,3 5*$&-,	���
��� 5��  !# �?� �����F$& @[�4��*� � $&�a=��+$&�
Z[��-,���(-&=.�5*� � �43 �$��436� � �4 $&�
	��Y��Zb$,E��-,�&!��� ��$2��@<	
��$&��$ ��=�$d3����
-&�� 2Zb����$&�?	�$&��B�$,3D5*$&-,	���X	
 �4��3��4B[�4B<�%Z[�4E�43�$,3��� %$&�?	�$d� �
�D 2���� %� �.5��  !# ���b�

^X$ $&�
	��] ]�4�<$,E� �[Z[�4E�\-��43�-&=.3��4�3�� �
B.�60�$,�$&��-,���43 �"B�$ =��(5*$&-,	��� Ak 3��?-��436� � ��B��"$&�J$,3 Z[=��R	��
xk B<$,3 $&�
Z �4-,��� �b$&�(-&�?��EB�$&�<��B<����-&=.�5��63h!# ��$������ $&�X��$&-&$&���4����]�$��436� � �4C3��2�
� �*=���$&�R	�$2��Zb$,E��-,�&!���b� �`3
5��43����B�$,3 5*$&-,	��� Ak $&�"$,3 Z<=��?	�� xk + B xk $&��	�!�\B<��B��%Z �� Ak + B Ak � ���`���<��E�d���� \$,	�$& %���C� 3
5*$&-,	��� Ak ��=��%B�$&��Z�3�� � �� 2��$&�?	�� Z �  � 3�$,3��d�C�
�[ 2���� \� � �<���
	��C363�$��R�4 �43<Z<=<�R	�� xk + B xk $&�?	�����-&$&�

e fhgQi1k m�n o;pq r tvu w�x y�z?t {Q|Ky~}6�
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$,3D5*$&-,	����	�$&��B�.!� $,3 5��43��� Ak + δAk � � � B.�60�$,�$&��-,���\^ Ak ��=�$���$���@�	
��$&�<$�B�$���=�@<�
	
E��$, $,3 5��43���
Ak + δAk B�$,3 5*$&-,	��� Ak + B Ak �?> �?=�$X-&����$&��Z ���<B�$�� 3 5��43����B�$ 3�� B.�60�$,�$&��-,���43 $&�Y-&�?��EB�$&�<��B<���
-&=��5?�63h!# ��$������ $&��	�!�2B<��B<� Zb��

DAk =
(
Ak + B Ak

)
−
(
Ak + δAk

)
= B Ak − δAk. �h8RH��v���

^X$2�
��=b!# � $&��-,3��4�����=�$2-&=[�4�<B��)��$ 	
��$&��$&�+-&�?��EB�$&�<��B<�����R�436�63�$����<����� $,3 B�$&�
Z<3����4�4 %��$&�R	��NZ[�4E�43�$ �
3��aB�$,3 5*$&-,	��� Ak ����@��$ ���  2���� \�J$&�d	��43 ��=�$ δAk = 0 > Zb��23��F	��4�?	��+3��7B.�60K$,E$&��-,���43 DAk

-&����$&�
Zb����B�$�-&���N$,3D5��43���XB Ak -&�� \�2��$�$&�
Zb$,E�?�
� �J-����R	
��B[�4B δAk Zb��\3��J-&=<�43�-��� @������ 3��4�]-&�� 2Zb����$&�?	�$&�]B�$,3 5*$&-,	��� Ak �43�E$�� 36� �4� Y=��

	
 �4�<�
Zb���	�$(Z[�4E�43�$,3�� ��� �<�.�6	�$&�
�� ]�43�B�$,Zb$&��B�$7B�$N3���� 5�� 3���E$&� B�$(3��4� -&�� %Zb����$&�R	�$&� B<$,3C %���� %�
5*$&-,	��� � ^�$,@<��B��(� �?=<$%3��"��=� \�)B�$%B���� 5*$&-,	����$&� � B.� �R�� %��� Ak + Bk � B<$,@ $]B�$%	
E�����
0���� \�4���$
B<$�3��  %���� \�  \����$,E� ��=�$�-���B<� =���� B�$���=�� Zb$&B<� �����;����B<$,Z $&�<B.��$&�R	�$&� � $&�?	�����-&$&� δ

(
Ak + Bk

)
=

δAk + δBk � �W�"��	
E����Z[�43��4@�E����� δ $&� =��<� 0�=���-,�&!���"36����$��43h�D9 3��4E�� %$&�?	�$��

δAk = −Γk
lmAl B xm. �h8RH��v/��

� �4�;-����?	
��B<��B�$&� Γk
lm ��$XB�$&���� 2���[�4�)3���� ' �� � � %�#&%�' , � � �
"�* ' � %�� ��# � 3�� � %�� �5��* �%�� � � ���A�&!#  @b��3����

B<$ 9 ������
	����b$,3 �����(	�� 3�$&� �?=�$ Γk
lm = 0 $&�7=��7�
���
	�$& ]� �R�436�63�$������ �`B�����B�$ δAk = 0 � � �
	��]����B.��-��

��=�$ 3���-&����$� �&!��� �����$,Z�E$&��$&�R	�� �C=��2	�$&�<���� �RZ[=�$&� =��%	�$&������ �?=�$�$&� � �*=<�43 �C-&$,�� $&�%=��\�
���
	�$& \�
B<$��$,0�$,�$&��-,���\$&� ��B !$&�?	
��-��� %$&�?	�$%� �*=[� 3 �d-&$,E�\$&�(-&=<�43 �?=���$,���	
��]�
���
	�$& \�2B�$�E$,0K$,�$&�<-,���R� �W�(=��
�����
	�$& \�%B�$�-&�����B�$&�<��B<���C-&=.�5��63h!# ��$�����$&��Zb�� 3��\	��4�?	��]�� 2Zb���
�6@�3�$��<��-&$,C-&$,��Y� 3�������!#  @b��3�����B�$
9 �.����
	����b$,3b$&�\	���B�� $,3b$&�
Z[��-,��� � �����]$& @ � 	�*� � B<$,@���B��d�43[Z������-,�6Z����dB�$X$��?=��65��43�$&��-,��� � $&� ����$& 2Z��$
Zb���
�6@<3�$%$&��-&��*$, =��F�
���
	�$& ]�YB�$2-&�����B�$&�<��B<��� B�$d	��43 0���� \� ��=�$d3��Y-&����$� �&!��� ��$2���?=.3�$\$&�a=��[�
E$����&!���N��= �<-,��$&�R	�$& \$&�R	�$ Zb$��?=<$��<� B�$,3D$&�
Z �4-,��� � $&�"B����<B�$�$,3 $&�
Z �4-,���\$&�AZ�3������d>Y3�� ��E�&5*$&B<��B �[�
����B��2$,36�� 2���[�4B[�23���-��43� %$&�?	�$��

� �?	�$ =���B<$&�
Z�3�� � �� 2��$&�?	�� Z �  � 3�$,3�� ��=���$&��-��43�� `$&� ���?5�� ����4�?	�$�� �W����	
 �4�DZ[�43��4@�E����� δ ( $&��-�� 3��4 ) =

0 � �W3 Z����B�=�-,	��\$&��-��43��  AkBk B�$�B�����5*$&-,	����$&� Ak > Bk $&� =<�)$&��-��43��4�>YZb���3��d	����?	��

δ
(
AkBk

)
= Ak δBk + Bk δAk = 0.

^X$��
��=b!# ��=�$��
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Ak δBk = Ai δBi = −Bk δAk = BkΓk
lmAl B xl,

>]Zb���3��2	��4�?	��

δBk = Γ l
kpBl B xp. �h8RH�� 8 �

^�$�3�� $&-�� �h8RH��v��� �.3��2$&-�� �h8RH��v/��A>Y3��d$&-�� �h8RH�� 8 � ��$��
� �*=<$ ��=�$

DAk = Ak
;p B xp, DAk = Ak;p B xp, �h8RH��vH��

$&�"B�����B<$�3�� , � "�*����
,
� � % ����"�*-��� � � � � ;p B�$,3D5*$&-,	���C-&���?	
E�,5�� ����4�?	�$ Ak $&�
	 !�2B[�4B[� Z ��

Ak
;p =

(
∂Ak

∂xp
+ Γk

mpAm

)
, �h8RH��vG��

>]3�� B<$,��65���B<�%-&��5��4������R	�$ B�$,3 5*$&-,	���X-&� 5��4������?	�$ Ak $&��	�!�%B<��B<� Zb��

Ak ;p =

(
∂Ak

∂xp
− Γm

kpAk

)
. �h8RH�� � �

^�$C3�� $&-�� �h8RH��vH�� ��$X5*$ ��=�$���-&�� %�dB xk � DAm > DAr ����� 5*$&-,	���E$&���<3�����-����?	
��B<��B�$&� Ak
;p > Ak ;p

�����]	�$&�������$&�&�.��B�$& !�����.$&�Y=��\�����
	�$& \� �R�436�63�$��4�<�23����A�&!#  @b��3�����B�$�9 �.����
	����b$,3b�����Y-&$,�� >2Zb�� 3��
	��4�?	��23��2B�$,��65��4B[�d-&��5��4������R	�$ Ak

;p -&�����<-,��B�$ -&���"3��dB�$,��65���B<� ∂Ak/∂xp �
9A�43�-&=.3�$& %���d� ����E� 3�� B�$,��65���B<�)-&� 5��4������?	�$ B�$,3 	�$&������ -&���?	
E�,5��4������R	�$ AiBk 0���� \��B��)Z ��

3�����Z����B�=�-,	���� 3���� 5*$&-,	���E$&� Ak > Bk �

δ
(
AiBk

)
= AiδBk + AiδBk = −AiΓk

lmBl B xm − BkΓ i
lmAl B xm.

^�$ � ��=b!# ��$��
� �*=�$ �?=�$�3��2�4Z�36��-���-,�&!���JB�$,3 ��Zb$,E��B��� δ � -&=[� 3 ��=.��$,C	�$&������X-&���R	
 �,5��4������?	�$ Πik B<$
E��� �*�%�d$&�
	 !�dB[�4B[� Zb��

δΠik = −
(
ΠimΓk

ml + ΠmkΓ i
ml

)
B xl. �h8RH��vT��

_D���3��2	����R	��

DΠik = B Πik − δΠik = Πik
;l B xl, �h8RH��vS��
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$&�NB�����B�$�3�� B�$,��65��4B[�2-&��5��4������R	�$ Πik
;l B�$,3 	�$&������ Πik $&�
	 !�dB<��B<� Zb��

Πik
;l =

∂Πik

∂xl
+ Γ i

mlΠ
mk + Γk

mlΠ
im. �h8RH����&M��

^�$� ]����$,E� 	���	��43� %$&�?	�$ ���;!�43���R�2��$CZ[=�$&B�$�-��43�-&=.3��4X3�� B�$,��65��4B[�d-&��5��4������R	�$ B�$C3�����	�$&�<�����$&�
Πi

k > Πik Z �  � ��@�	�$&��$,

Πi
k ;l =

∂Πi
k

∂xl
+ Γ i

ml Πm
k − Γm

kl Πi
m. �h8RH������ �

Πik ;l =
∂Πik

∂xl
− Γm

il Πmk − Γm
kl Πim. �h8RH����&���

�VZ[�4�	
�6"B�$J$&��	��4�)�$,3���-,������$&�7=���� Z<=�$&B<$F$&�R	����<-&$&�"-��43�-&=.3��473�� B�$,��65��4B[� -&��5�� ����4�?	�$ B�$J=��
	�$&�<�����B�$ E��� �*� n � �W��	��YB�$,��65��4B[� $&�
	 !�YB<��B<�\Zb���3��YB�$,��65��4B[� B�$,3W	�$&������ -&���F�$&�
Zb$&-,	��)�\3����
-&�����B�$&�[�4B[�4�X \��� n 	?!$,� %������� �?=�$������ 0�=���-,������$&��36����$��43�$&��B�$�3�� -&����$� �&!��� �b$&��B�$&-,�6��

Ω...
...i...

k...
;l =

∂

∂xl
Ω...

...i...
k... + . . . − Γm

il Ω...
...m...

k... + . . . + Γk
ml Ω...

...i...
m... �h8RH����&/��

^�$,@<��B��N� ��=�$d3�� �4Z�36��-���-,�&!���LB�$,3 ��Zb$,E��B��� δ �Y=��F$&��-��43��4 φ $&��� �*=<�43;�]-&$,�� � $&�R	�����-&$&� 3��
B<$,��65���B<� -&� 5��4������?	�$ B<$�=��Y$&��-��43�� X$&�;� �*=<�43 ��3�� B�$,��65��4B[� -&��� �$&�
Zb$&-,	��2��3��4� -&�?���B<$&�<��B<��� B�$,3
$&��-�� 3��4

φ;l =
∂φ

∂xl
. �h8RH���� 8 �

^X$,@���B<� �X3��X36����$��4���B<��B B�$,3[��Z $, �4B<�� δ �*3��CB�$,��65���B<��-&��5�� ����4�?	�$C$&� 	��� @���!$&�Y=��<�X0�=���-,�&!���\36����$��43 �

(ApBq);l = BqAp
;l + ApBp ;l. �h8RH����&H��

^�$��[�<�� %����� 3�� , � "�*����
,
� � %�� � " � ����"�*-��� � � ();l B�$�=��)5*$&-,	��� Bp -&�� %�

Bp ;l = glmBp
;m, Bp

;l = glmBp;m. �h8RH����&G��

� �F��	
E����Z[�43��4@�E�����D3��YB�$,��65��4B[� -&���R	
 �,5��4������?	�$ -&����$&�
Zb����B<$%�]��=.@��6�$,3 !# �<B.��-&$\B<$2B�$,��65���-,�&!���
-&� 5��4������?	�$��
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Tarea 14


A �++�0��������
DAk ���A	� �+��6 �h8RH��vH�� �&!E' � 32�+������* �+���0��*+ 3�5*&��+�0��� � # ��*A	��,����0���E!+� ��*+���! � ��*&% 

���,�� ')��*+��� ,	���+��6 �h8R/��v/�� #A�&!1���+���
* #

DAk =
∂xk

∂x ′i
(DA) ′i =

∂xk

∂x ′i

{
∂A ′i

∂x ′l
+ Γ ′i

mlA
′m

}

B x ′l. �h8RH������ �
7 z
8 �����
	
��������"� ��	 -��+�/-�� ��� ��')�

A ′m =
∂x ′m

∂xm
Ak,

∂

∂x ′l
=

∂xm

∂x ′l

∂

∂xm
,

%(')�&!���*+���')� 	� �+��6 �h8RH������ � ����%(,	� � ��*&% 

DAi =
∂xi

∂x ′k

{
∂xm

∂x ′l

∂2x ′k

∂xm∂xn
An +

∂xm

∂x ′l

∂x ′k

∂xn

∂An

∂xm
+ Γ ′k

ml

∂x ′m

∂xs
As

}
∂x ′l

∂xq
B xq. �h8RH����&T��

7 z z
8�� ��%$# 5*�1	� �+��6 �h8RH����&T�� �+��� 	� �+��6 �h8R/��v/�� � %(')�&!���*+�� '��

Γ i
kl = Γ ′m

rp

∂xi

∂x ′m

∂x ′r

∂xk

∂x ′p

∂xl
+

∂2x ′m

∂xk∂xl

∂xi

∂x ′m
. �h8RH����&S��

^�$(�
�?=b!# ��$"5*$ ��=�$N3����\��!#  @b��3����)B�$79 �.�����	���� $,3���$N-&�� 2Zb���	���� -&�� \�a=�� 	�$&������ ����3��� \$&�R	�$
-&=<����B��"$,3;��$��*=��<B��)	?!$,� %�����NB<$,3 3���B��(B�$,�$&-	�<�"B�$%3�� $&-&=<��-,�&!��� ��$%����=.3�� �`$&� B�$&-,�6 � -&=<����B��N3��
	
E�����
0���� \��-,�&!���YB�$ =<�%�
���
	�$& ]��-&�����B�$&�<��B�� ����	
�� $&� 36����$��43h� �W��	�$ ��$��*=��<B���	?!$,� %����� $&� ��B�$& !���
�
�� !$,	
���-&�N$&�J3����2!# ��B.��-&$&� k > l �bZb���3��Y	����R	��"3��4��-&�� 2Zb����$&�?	�$&��B�$,3 ��@ 	l$,	�� Si

kl ≡ Γ i
kl − Γ i

lk ��$
	
E�����
0���� \���)-&�� \�2=�� 	�$&������ �[$&��B<$&-,�6 �

Si
kl =

∂xi

∂x ′r

∂x ′s

∂xk

∂x ′t

∂xl
S ′r

st. �h8RH��v��M��

^�$,@<��B�� � ��=�$ Si
kl = 0 Z[�4E�2=<�(�����
	�$& \� �R�436�63�$��4�<�)>"=.	
�636� �4�4�<B�� 3��\$&-�� �h8RH��v��M�� � $&�C-,3��4�� �?=�$ $,3

5��43���CB�$�$&�
	�$�	�$&�<�����$&��-&$,��2$&�)-&=<�43 ��=.��$,���	
��2�����
	�$& \� B�$�-&�?���B<$&�<��B<���&� �W��	��2�
� �*�.���<-�� �?=<$

Γk
lm = Γk

ml, �h8RH��v�.� �

$&� B�$&-,�6 �*3��C-&���<$���&!���Y$&� �
�� !$,	
���-���$&�2��=��A!# ��B.��-&$&� ���.0�$,������$&�&� �W�20�=.	�=.E��� �4Z�36��-���-,������$&��$&��-,��6@��6�$ �
 %��� � 3������&!#  @b��3����CB�$�9 ������
	����b$,3 -&���"	��?B�������=���!# ��B���-&$&�C�4@[��	
�%-&�� \�
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§46. Movimiento de una part́ıcula
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§47. Ecuaciones del campo gravitacional
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kl. �h8?�?�vH��
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Riklm = −Rkilm = −Rikml = Rlmik. �h8?�?���&M��
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§48. Espacios isotrópicos curvos
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Figura VI.4:
� � � � � � � � � ����%'� ��� ��� � � , � ��� � �$� � � � � � ��� ��� � � � ρ � ϕ ) �+�"� � � ��� ��� ��� � ρ ���

�/� �.�8� � � ! ������� � � ��� ! �*�8� � � ��� � ����� � - � 7 � ��� �.� � - � ��� ����- ��� � ��� � �/� � �����
� ��� � 	�� � ���/� ���� - ��� ����� � � , �*-.��� ) �+�1� � � � � ��� ��� � ϕ � � ��� ��� ! �*� � � � � � � �*- �8� � � � � -.� � � ) �+�/� � � ��� ��� ��� � θ ���
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	 !� B<��B<�]Zb���3��Y$&-�� �h8RT��v/���� �W�F-&�����B�$&�<��B<���
$&�
0&!$,���-����)-&=[� 3 ��=.��$,"B<$&�
Z�3�� � �� 2��$&�?	��L��� �*=.3��4)B Ω �?$&�sB����<B�$ Ω $&�\$,3(!��� �*=.3�� �.!��36��B<��� $&� 3��
B.�6�$&-&-,�&!���7���	���*���<�43W� 3��dB.�6�$&-&-,�&!���(E��B.���43 $&��	�!�2B<��B��2Zb��
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B Ω2 = B θ2 + ����� 2 θ B ϕ2, �h8RT�� 8 �

9A��� $&�
	��+> �*$&��$,E�436� � ����B<� 3��F$&-�� �h8RT���� � � $,3C$,3�$& %$&�?	�� B�$)3��������6	�=�BsZ[�4E�J=<� $&�
Z �4-,��� B�$N	
�$&�
B��� %$&���
�����<$&� ������	
<!��Z���-&�Y$&�
	 !�dB<��B��dZb��

B l2 = B ρ2 + R � �
��� 2

(
ρ

R �

)
B Ω2 =

B χ2

1 − κχ2
+ χ2 B ϕ2. �h8RT��vH��

� �  !$,	
���-��"B�$\' ��� � �
� � � �AZ[�4E�Y-&=[� 3 ��=.��$,2$&�
Z �4-,���(-&=.�5*�"������	
�!��Z���-&� ��=�$&B<� $&�?	�����-&$&� B�$ �
	�$,E 2���<��B<�dB<$C3��d�
� �*=.��$&�?	�$  \����$,E�

B s2 = c
2 B t2 − B ρ2 − R � �
��� 2

(
ρ

R �

)
B Ω2 = c

2 B t2 −
B χ2

1 − κχ2
− χ2 B ϕ2. �h8RT��vG��
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 � �3��  !$,	
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$&�C3��\�
� �*=.��$&�?	�$�� � �% !$,	
���-��YB�$,3 / �?$&�
Z[��-,���"$&��	�!�]B<��B<�\Zb��C3��]$&-�� �h8�8.�vT��&� ^X$,@���B��)�%3��2������	
���Z !# �
B<$,3<$&�
Z[��-,��� �?$,3.	�$&�<���� B�$�IA��$& % \��� (3)Rα

βηθ B�$,3�	
�$&� $&��Z[��-,����B�$,@b$A��$,]!=��.��-��� \$&�R	�$X$��Z<�$&���4@�3�$
$&�F	R!$,E 2������� B�$ 	�$&������E$&� ��=�$d��� B�$,Zb$&��B<���+B�$,3 3�= �R�4 B<����B�$2��$d$&�<-&=�$&�R	
E$&�F>���� ��=�$ 	�$&� �R���
=<�<� B.�6�$&-&-,�&!���7Z���65?�63�$�������B<�?� � ���XB���� 	�$&�������$&� �?=<$����4	
���
0h�4-&$&�J$&��	��d-&����B.��-,�&!���J�����N$,3D	�$&������XB�$
� $,5?� � 9 �65��6	�� εαβη >)$,3 	�$&������C +!$,	
���-&� γαβ � _W=�$&B<$  \���
	
E�4���$ ��=�$ $,3 	�$&������XB�$ I;��$& % ]���NB�$
=<� $&�
Z[��-,���d������	
�!��Z<��-&�2B�$,Zb$&��B�$+!=�����-��4 \$&�R	�$�B�$,3b	�$&������� !$,	
���-&�d>%Zb��;3�� 	����R	��d	
��$&�<$�3���0���� ]�

(3)Rαβηθ = κ (γαηγβθ − γαθγηβ) , �h8RT�� � �

$&�NB�����B�$ κ $&��3��d-&=.�5��4	�=.E�2B�$,3D	
�$&� $&�
Z[��-,���\-&�� \�d5*$,�$& \���� ]�4��� @ � 	
� � �����)$& @[�4��*�%$&��	��%$&�
-,3��4��2Z<=�$&�
	�� ��=�$�$,3b	�$&�������B�$�I;��-&-,�`$&� $&�
	�$�-������d$&�
	 !�dB[�4B<� Z �� Rαβ = 2κγαβ >]Z ��A3��2	��4�?	��
$,3 $&��-��43�� �B�$�IA��-&-,� �j�%3�� -&=.�5�� 	�=�E�d$&��-��43��4 �A$&��	�!�%B<��B<� Zb��

R = 6κ. �h8RT��vT��

_ �4E�X-��43�-&=.3��4 3��� !$,	
���-��XB�$,3�/ �Q$&�
Z[��-,����������	
�!��Z���-&��-&���<�
��B�$,�$& \���W=��<�X�4�[� 3���.!# �?�.PjB�$&�?	
��� ��=�$ �
 \�����43 	
�$&� �?$&��Z[��-,���N-&���+=��<� �.�6Zb$,�$&�
0�$,E�Y��=< %$,�����B<�Y$&�a=��F$&�
Z[��-,���(B�$2-&=<�4	
��"B.�� %$&����������$&�&�
� �
	��J$&�d-&�� %�J$,3� ]� Zb$&�7=����F�N=����JB<$\	���B����d3����2Z<=��?	����2B�$,3�Z�3������J$&=<-,36��B.������� �)3��(��=.Zb$, �
�[-,��$)B�$ 3��7B����%$&�
0K$, � �?=�$"��$ =.	
�636� � �a$��	�$&���E�4 \$&�R	�$($&�L$,3 $&��	�=�B.���aB<$ 3��(5��4����4@�3�$(-&�� 2Z<3�$ 	
�?�
� � �.�6Zb$,�$&�
0�$,E�%	
��$&��$ =��(E��B.���YB�$ -&=.�5�� 	�=�E� R � Zb���
�6	
�65��%>N��=7$&-&=<��-,�&!���a���<�43h!# 	
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� �*=<�43�B<��B

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = R2� , �h8RT��vS��

$&�JB�����B�$ x1, x2, x3, > x4 �$,Z��$&��$&�R	����a-&�����B�$&�[�4B[�4��B�$,3 -&=<�4	
�� $&�
Z[��-,��� �W9A�4@ $ �<��-&$,�����	��4
�?=�$d$&��	�$ -&=[� 	
E� $&�
Z[��-,���)���]	
��$&��$2�[�4B[� ��=�$ 5*$,�-&���J$,3 $&�
Z �4-,�����R	
��$& %Zb� � �W���
�� %Z�3�$& %$&�?	�$2=��
-&=<�4	
����?$&�
Z[��-,���Y$&=�-,36��B.������� -&���N�
� �*�<�4	�=.E� � +,+,+,+ �;-&=.>R�d !$,	
���-��2$&�
	 !�dB[�4B[� Zb��

B l2 = B x2
1 + B x2

2 + B x2
3 + B x2

4. �h8RT����&M��

� =��
	
�6	�=.>*$&�<B��%3��2$&-�� �h8RT��vS���$&�"3�� $&-�� �h8RT����&M��X��$���@�	
��$&��$ 3��  !$,	
���-��%B�$�3��d/ �?$&�
0�$,E�

B l2 = B x2
1 + B x2

2 + B x2
3 +

(x1 B x1 + x2 B x2 + x3 B x3)
2

R2� − x2
1 − x2

2 − x2
3

. �h8RT������ �

� ���� �Y@���$&� �`B�$,@���B��7� ��=�$%$,3;$&��-��43��4dB�$\I;��-&-,� (3)Rαβ 	
��$&��$\3��) %���� \�]0���� ]�Y$&�a	���B��"$,3
	
�$&� �?$&�
Z[��-,���7������	
<!��Z���-&� � $&�?	�����-&$&�d@[���
	��"-&��� -��43�-&=.3��4�3��a$&� �43 � !=�� Z[=��R	�� �WB.� �R�� \��� -&$,E-��"B�$,3
���� �*$&�+$&�aB�����B�$ R2� − x2

1 − x2
2 − x2

3 ≈ R2� �D���&!# �D3��Y$&-�� �h8RT������ ���� 2Z�36��-�� �?=<$2$,3 	�$&������  !$,	
���-&�
-&$,�-��dB�$,3D���� �*$&�N$&�
	 !�dB[�4B<�2Zb��

γαβ = δαβ +
xαxβ

R2�
. �h8RT����&���

^�$ $&�
	��d$&-&=<��-,�&!���J��$ �
� �*=�$ �?=�$ 3�� Z���� %$,E� > ��$��*=<��B<�2B<$,��65���B<�%B�$,3 	�$&������C +!$,	
���-&� γαβ $,5��43��
=<��B<��� $&�"$,3 ���� �*$&�N$&��	�!���7B<��B<����E$&�
Zb$&-,	
�65��� %$&�?	�$ Z ��

∂γαβ

∂xλ

∣∣∣ � � � � � � = 0,
∂2γαβ

∂xν∂xλ
=

1

R2�
(δναδβλ + δβνδλα) . �h8RT����&/��

	 	
�636� � ����B�� 3����]$&-&�&� �h8RT����&��� � �h8RT����&/��]��$)�
� �*=<$ ��=�$N3����\�&!#  @b��3���� B�$(9 �.����
	����b$,3 � B[�4B<���\Zb��\3��
$&-�� �h8RH��v��H�� ��$,5��43�=<��B�����$&�)$,3 ���� �*$&�N�E� 	
����0���-&$&�N3��4�X�
� �*=.��$&�?	�$&�C$��Z<�$&�
������$&�

Γαβη = 0,
∂Γαβη

∂xλ
=

γαλδβη

R2�
. �h8RT���� 8 �

9;��� $&�
	�� �.$,3b	�$&�������B�$�I;��-&-,� B<��B�� Z ��;3�� $&-�� �h8?�?��� 8 �A$,5��43�=<��B��2-&$,�-�� B�$,3 ���� �*$&�)$&�
	 !� B<��B�� Z ��

Rαβ =
1

R2�
(γηηδαβ − γηαδηβ) , �h8RT����&H��
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>YZb���3��d	����?	��\$,3D	�$&�������B<$�I;��-&-,�`$,5��43�=<��B��]$&�"$,3D���� �*$&�N$&�
	 !�%B<��B��dZb��

Rαβ

∣∣∣ � � � � � � =
2δαβ

R2�
. �h8RT����&G��

� Z[�4�	
�6 B�$(3��F$&-�� �h8RT����&G�� ��$N�
� �*=<$ ��=�$7$,3�$&��-��43��4)B�$(IA��-&-,��$&�
	 !�aB[�4B<�+Zb�� R = 6/R2� �
9A�� 2Z[�4E����B��%$&�
	��2-&���)3��2$&-�� �h8RT��vT�����$��
� �*=�$�$&�?	�����-&$&� �?=<$

κ =
1

R2�
, �h8RT������ �

$&��B�$&-,�6 � κ E$,Z��$&��$&�?	�� 3�� -&=.�5��4	�=.E���R��=����
�����<�2B�$,3 / �?$&�
Z[��-,��� κ > R � $,3DE��B.���%B�$�-&=.�5��4	�=.E�?�
�W��3�= �R�4`B�$ 	
 � @ � 	��4 -&��� -&�?��EB�$&�<��B<���`-�� �	�$&�
�����<��� x1, x2, x3 > x4 =�	
�636��-&$& %���`-&�?��EB�$&�<��B<���

�
$&��0&!$,���-���� � χ, θ, > ϕ B�$��<�.��B[�4��Zb��

x1 = χ �
��� θ -&��� ϕ, x2 = χ �
��� θ �
��� ϕ, x3 = χ -&��� θ. �h8RT����&T��

_ �4E�7-&���?5*$,�	
�6 $,3 $,3�$& %$&�?	��aB<$Y3���� ���6	�=�B B�$Y3��7$&-�� �h8�8.� � �%�($&�
	����\-&�?���B<$&�<��B<���%$&�
0&!$,���-������
�<��	�$& %�������?	�$&� ��=�$�$&��	�$�$,3�$& %$&�?	��%Z[=�$&B�$��$&$&��-,��6@��6���$ -&�� %�

B l2 = B xα B xα +
(xα B xα)2

R2� − xαxα
= ( B r ��B r)2 +

(r ��B r)2

R2� − r � r
, �h8RT����&S��

-&��� r $,3�5*$&-,	��� Z ������-,�&!���b� ^X$,@���B<� � ��=�$�$,3�3���B�� B�$,�$&-	�<��B�$A3��C$&-�� �h8RT����&S�� $&� =��<�C$� Z��$&�
�&!���\5*$&- �
	������� 3 �?$&�
	��  %���� \� $&� 5 !�436��B<��$&�d-&=<�43 ��=.��$, �����
	�$& \��B�$;-&�?��EB�$&�<��B<���&�R_ �� $ 	l$& %Z�3�� �*$&�d$,3.�
���
	�$& \�
B<$ -&�����B�$&�<��B<����$&��0&!$,���-�����B�$ 3��\$&-�� �h8RT����&T��CZ[�4E�%$,3W-&=<�43 B r = eχ B χ + eθ χ B θ + eϕ χ ����� θ B ϕ
��$���@�	
��$&��$ $&�?	�����-&$&� �?=�$ $,3D���?	�$,�5�� 3�� B<$�3���� ���6	�=�BJ$&�
Z �4-,���43W$&�"-&�����B�$&�[�4B[�4�C$&�
0&!$,���-����XZ[�4E�d=��
/ �?$&��Z[��-,���\������	
�!��Z���-&�]$&�
	 !�dB<��B��2Zb��

B l2 =
B χ2

1 − r2/R2�
+ χ2

(
B θ2 + �
��� 2 θ B ϕ2

)
, �h8RT��v��M��

��=�$�-&�����<-,��B�$ -&���)3�� $&-�� �h8RT��vH�� �
� Zb$&���4"B�$ ��=�$J3�� $&-�� �h8RT��v��M��"0�=�$J��@�	�$&�.��B<� Z[�4E� =�� $&�
Z[��-,��� ������	
�!��Z���-&� B�$F-&=.�5��4	�=.E�

Zb���
�6	
�65�� �b %$&B.�����?	�$�=��<�2-&���R	
����=<��-,�&!���+���<�43h!# 	
��-��]Z<=�$&B�$ �<��-&$,���$�5��436��B��]Z[�4E� -&=<�43 ��=.��$,�$&�
Z[��-,���
B<$�-&=.�5��4	�=.E� ��$��R�4	
�65��%�2-&$,E� �
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Caṕıtulo VII

Agujeros negros

§49. Métrica de Schwarzschild
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 !# � -&$&�R	
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�&!���N��$�� 363�$,5���B<�]� 3��23��4��*�%B<$�3�� B.�6�$&-&-,�&!���(E��B.���43h�

IA$&��=.36	�� Z<=�$&� ��=�$X3��� !$,	
���-�� ��=�$XB�$&��-,��6@b$��43 -��� 2Zb����E�,5��6	���-,�����<�43 $&�Y$&�
	�$X-������ $&�
	 !��B<��B<�
Zb��

B s2 =

(
1 −

2GM

rc2

)
c
2 B t2 −

B r2

(
1 − 2GM

rc2

) − r2 B Ω2. �h8RS���� �

$&� B�����B�$)B Ω2 = B θ2 + �
��� 2 θ B ϕ2 $&�2$,3 -&=<��B. �4B<�FB�$,3 $,3�$& \$&�R	��+B�$ !��� �*=.3��a��!��36��B�� Ω � � ���
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-&�?���B<$&�<��B<��� r � θ > ϕ ����� �4B<$&-&=<��B<��� Z[�4E�)=�� ��@<��$,�5���B��� ��=�$Y��$23���-��436� � �(3�$ 	
���dB�$,3 ���� �*$&�
r = 0 �

^X$W3��;$&-�� �h8RS���� � ��$W�
� �*=�$ �?=�$ =������?	�$,�5��43��CB�$W	
��$& %Zb� ∆t1 $&��	�!��B<��B��AZb��
√

(1−2GM/rc2)∆t �
�W�
	�$C-��43�-&=.3��d>R���<�4@ !# � �
��B�����$&-	�<� $&� $,3b-��4Z !# 	�=.3��]�4�?	�$,������>%5?�� \��� �?=�$X$,3 ���R	�$,�5��43��%B<$ 	
��$& %Z �
 %$&B.��B���Zb�� �$,3��
	
$&� �
���<-,����.� � ��B����;$&�
	 !� 	
=��
	��� \$&�R	�$�B<��B���Zb�� $&�
	�$�5��43����� �W�%��	
 �4� Z[�43��4@�E������3��
 +!$,	
���-���B�$�� -	� �;�4	� ��-	�.�63�B]	��� ]��$&�\-&=�$&�?	���B�$A \����$, ��$����-,	���3��C�
���<-,����.� � ��-,�&!���YB�$A�$,3��
	
$&� �X3��
3�� 	�*� B�$,3 $&��Z[��-,�����R	
��$& 2Zb�"-&=.�5?�63h!# ��$&�"Z����B�=�-,��B��]Zb���=��<�2B����
	
��6@<=�-,�&!���+B�$  \�4	�$,����\�
�� !$,	
���-��?�
9A�4@ $ �[�4-&$, ����	��4�	��� @���!$&� ��=�$d3��Y-&�����B�$&�<��B<� r ���Y�$,Z<�$&��$&�?	��]3��YB.���
	�����-,���  �4B���� 3 -&�� %�Y3��
�<�4�!# �Y$&�J$,3 -��4��� B�$ =��J$&�
Z[��-,��� �W=<-,3h!# B<$&� �`^X$���$&-	�<� � 3�� ,�* ' � ��� ��*-� � " % � *-� �R3�� �*$&��B !$&�
��-��)B�$,3
Z<=��?	�� r � 3 -&$&�R	
E�%B�$C3��dB����
	
��6@<=�-,�&!���7B�$� \�����
�]$&�
	 !�dB<��B<� Zb��

∫ r

0

B r(
1 − 2GM

rc2

) .

_D�� ��	
E� Z[�4�	�$���-&�� 2Z[�4E��-,�&!��� B.�6�$&-,	��A$&�?	
�$ $,3R���R	�$,�5��43��C$&�
Z[��-,���43�B�$ 3��; +!$,	
���-���B<$ � -	� �;�4	� ��-	�.�63�B �
$��<� 8RS����)> $,3�-&���E$&�
Zb����B.��$&�?	�$)Z[�4E�($&�
Z[��-,�����]-&=.�5*���d������	
�!��Z���-&���]B�$"'Y��� � � � � � ��B<��B��7Zb��d3��
$��<� �h8RT��vG����� %Z�36��-�� ��=�$�Zb��B�$& %����$&��-,��6@��6C3��d-&=��5��4	�=. � κ = 2GM/r3

c
2 3��?-��43� \$&�R	�$�� � ����E� @����

$&� �*-&�� %��3��C-&=��5��4	�=. � κ $&� � �*=<�43 �43����?5*$,���� B�$,3<-&=<��B.E��B���B�$,3�E��B.����B<$A-&=.�5�� 	�=�E� R2� �*$&�?	�����-&$&�
Z ��B�$& \����$&��-,��6@��6

r2

R2�
=

2GM

rc2
,

�?=�$�$&� $,3[Z[�4.!�4 \$,	
�����E�,5��6	��4-,�����[� 3 χ ��=�$ �[� @D!# �� \��� B<$��<�.��B�� �43<Z�����<-,�6Z���� B�$,3[$,3 -�� ZD!# 	�=�3��2�4�?	�$ �
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�
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�
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�65����
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�636� � ��B<�?�

�W� =��<���\��$&-&-,������$&�  \���%B�����-&=.	
�6�$& \��� ��=�$N$&�\=�� ���*=�	
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���-��aB<$
† � � ��� �*�#"$�$�*��/�� ������� 8 ������&(� 8 �5�-��F#12�;�(�5�-";� 8�B �5";�(�)�-�	�(�A�� �)%A����=��F#1 �$�(� �)� �*&(�5� C� 8 ��"$� B � &!�	��� "$���)� ���5�

�;> �I";�(�)� &(�$�?� �(��/���� �!�)� ����0"�� 8+B � 	)&!��/����!�)"$���)�#���0%���� B &(�A���"$�D�*�5� � 8�B �)&*�!���A�(�$��: � � �)�*&!��� B �)����F�&!����@6��� �(�5� �*�5�
��F#1 �$�(�5� %��� B �)�*����� ����� 8 �)�(� "$� 8�B �)";�!�5��D�$� ��� /��5��� 8 ��� ���D�*���#"$�������(� 8 �����(� B ��%A���
�� "$� 8 � B ��&!� %��� ���
";�&*/5���(�&!� ��$���$� B �5";��� � �(��� 8�B � B &(�A��#";�?�� B �)& ���5� 8 ��� 8 �)� �*�I� �*� 	5�� �#"��)���(�5:��G12� 8+B ���5� �� ��� �(�5� �)F�12�$�(�)� �*�5�
���)����� �*&(�$�����)� �� �����*&(�)����� , �)F#�*�;&*/ �)���)� "$� 8 � B ����(� &(���!9 � ���5�+� 	5�512�$&(�)����� 	)&(�5�+�� �(�A���5�+�!� 8 ��
���5� � ����C� 8 �?"$�)��@
�$� �(���?� &(��� � �*� B �$& 8 ���*��/ �5��:
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$� ���
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�6	��YZ[�4E�%363�$��R�4 �\��� �<���6	�� � �W�F��	
E����Z � 3��4@� �4� � 3��]$&��$,��.!# �
	���	��43XB�$ $&�
	��7 \�����(B�$YZ<�=�$,@[�(B�$,@b$)��$,2��=.3���� E � � � = m � 2/2 − GmM/r = 0 � ����$&��B�� r $,3
 �4B���� B<$,3 ��@ 	l$,	�����E�&5?�6	���-,�����<�43WB�$X \����� M ����� 3���5*$,3���-,��B<��B"B<$X$&��-�� Zb$C��$&-&$&���4���� Z[�4E�����436�6 B�$
$&��	�$2��@�	
$,	��"$&� 	
=��
	��� %$&�?	�$23�� 5*$,3��?-,��B<��B B�$d3��]3�= � �h�$&-&=�$,�B[� �?=<$2B�$&��B�$ 	
��$& %Zb����B�$ � $���	����
>R�"��$2Zb$&���E� @ ����=�$%3�� ��E�,5*$&B<��B B�$,@D!# �N	��� @���!$&�L�436	�$,E�4d3��4� 	
E�&>*$&-,	���������%B�$%3���� 0���	�����$&� ��$&� �
	����<-&$&� 2GM/rc2 = 1 � �`3W�X!=� \$,�� 2GM/c

2 ≡ r � ��$ B�$&���� %���<� " �
,�*-% .�" � ��* � � ��*-%�� ��#W� " �
,�*-%
, � � � � � ��" � ' � �
* #&,?�W^X$\$&�
	��N0���� \� � 3����d��@�	
$,	���� �?=<$\Zb����$&$&� r < r � � Z � E$&-&$&�L����-&=.���� Z[�4E�
-&=[� 3 ��=.��$, ��@<��$,�5���B���]$��	�$,��<� � Z<=�$&�%�.� �
� ��=.��$,E�73��(3�= � Z<=�$&B�$"$&��-��4Z[�4\B�$ 3����\ 2���� \���&� �.=�$
��M�M(� �����  \��� 	�� EB�$\-&=[�4�<B�� ��� ��� � ��$&$,3�$,2$&�+3�� 	 �.�65*$,��
��B<��BLB<$]_`�����-&$,	���� � $&�+3��)B !$&-���B<�
B<$\3����(�&S�G�M � �2@[��=.	
� � !�F�N$&��	����2��@�	
$,	����%-&���L$,3A	?!$,� %�����FB�$ ��.�� � � " %�' � �-.�" %�'�� � �N	�$&��B��$& %���
 ]��� ��Zb���	�=��.��B[�4B(B�$��<�4@�3��4X ]�4� -&���"�$&��Z $&-,	��]�d$&�
	����X��@�	
$,	������[Zb$,��%-&����-&$&�R	
�!$& \�������CZb���$,3
 \�� %$&�?	��2$&�N���<�436� � �4X3�����Z����Z<��$&B<��B�$&�CB�$C3��d !$,	
���-��2B�$�� - � �A�4	����- �.�63�Bb�
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�.�4@���$&��B��L$,3�5��43���NB�$,3�	�$&�<����) !$,	
���-&� gµν B<��B�� Zb��Y3�� $&-�� �h8RS���� �)$&�Y04!�4-,�63 -��43�-&=.3��4N3����
$&-&=[�4-,�����<$&��B�$� %� 5?�� %��$&�R	�� ��=�$�B�$,@b$&�N-&=� 2Z�36�6XZ[�4�	&!# -&=.3�����B�$�Z<�=�$,@[� ��=�$���$� =�$,5*$&�"@ � 	
�23��
��� �<=�$&��-,��� ��E�&5?�6	���-,�����<�43WB�$,3 ��@�	
$,	��d-&$&�R	
 � 3h� � ���
	�� ��=���	
�6	�=.�6�3����A5��43����$&��B�$ gik $&�Y3�� $&-&=<��-,�&!���
�*$&��B !$&�
��-�� ^ ui = 0 � � �a��@<�
	����?	�$�� �<���R�4 \���Y$,3X- !�43�-&=.3�� B�$N=��<�F ]����$,E�7B.�6�$&-,	��+=.	
�636� � ����B<�
��=�$&�
	
E��� -&������-,�� 2��$&�?	�����B�$� \$&-[!���.��-�� � ����E��� �������<�?�

IA$&-&���B�$& \��� ��=�$W3��A��-&-,�&!��� S = −mc
∫
B s ��Z<=�$&B�$ �$&$&��-,��6@��6E��$ -&�� \� S = −mc

∫√
(gik �x

i
�x
k) B τ

$&�YB����<B�$ �[ ] �$,Z��$&��$&�R	�� ��3���B<$,��65���B<� -&���]�$&�
Zb$&-,	�� �43[	
��$& %Z � Z����Z<��� B τ ≡ B s/c = g00 B x0/c �
�W3AZ $&B��6 �?=�$]3��N5�� ����4-,�&!��� δS = 0 $&�d$���=.�65�� 3�$&�?	�$7�)Zb$&B.�6 ��=�$ δ

∫
G(xk, �x

k) B τ = 0 �WB����<B�$
G(xk, �x

k) ≡
√

(gik �x
i
�x
k) = c �`^X$2	��43  ]�4�<$,E� �?=<$2Zb�?B<$& %������B<$&�R	
���<-��4%�Y3�� 0K=��<-,�&!��� G -&���

$,3 3�� �� �4�������4�<� B�$,3 �
���
	�$& ]�?� � ��!# Z<=�$&��� 3��4�\$&-&=<��-,������$&�YB�$) \��5��� 2��$&�?	�� $&��	�!��� B<��B<���2Zb��23����
$&-&=[�4-,�����<$&�XB<$ �W=.3�$, � � � �� �4���*$
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B
B τ

(
∂G

∂ �x
k

)
=

∂G

∂xk
. �QH�M���� �

')��� �4@[��	
� 5*$,�$& %��� �?=<$2$,3  %�� \$&�R	��N�4���*=.3��4 ��$d-&���<��$,�5��]>7-&�� \�Y3�� -&������$,�5���-,�&!��� B�$,3  \���
 %$&�?	��+��� �*=.3��4 �j�����R�$,3��4	
�65����
	�� > �$,3��4	
�65����
	�� �]�� 2Z�36��-�� ��=�$"$,3X5*$&-,	��� 5*$,3��?-,��B[�4B >L$,3 �lE��B.���
5*$&-,	��� �aB�$,@b$&�L��$,2���	���*���<�43�$&� �N$&��	�$�� $&�R	�����-&$&�]$,3  \��5��� 2��$&�?	��aB�$Y3��(Z[�4�	&!# -&=.3��aB�$YZ��=<$,@[�
B�$,@b$�363�$,5�� E��$�$&�]=��%Z�3������ � _ ��A-&�� %��B.��B<��B]$&��-&�
	
�� \��� $&��$�Z�3������ B�$A	��43  \����$,E� ��=�$ $,3�!��� �*=.3��
Z ��3��4 θ = π/2 �<^X$�$&�
	��  \����$, ���<�43D-��43�-&=.3��4C3�� B�$,Zb$&��B�$&��-,���25��4�����-,�����<�43WB�$C3�� 0�=���-,�&!��� G -&���
θ = π/2 ��$���@�	
��$&��$

G =
{

αc
2 �t2 − �r

2/α − r2ϕ2
}1/2 �QH�M��v���

B�����B�$ α ≡ (1 − r/r � ) � � =���	
�6	�=.>*$&��B��73��"$&-�� �QH�M��v��� $&�a3���� $&-&=<��-,������$&�\B�$ �W=�3�$, � � ����E��� �*$)��$
��@�	
��$&��$ �?=<$ ∂G/∂t = 0 � $&� B�$&-,�6 �`3�� -����R	
��B[�4B ∂G/∂t = -&���<�
	�� ^X$]� ��=b!# >F��=��
	
�6	�=�>*$&��B��J$,3
5��43���CB�$ G = c $&�"$,3DE$&��=.36	���B��%��$���@�	
��$&��$ �?=�$

α �t = const ≡ k �QH�M��v/��

�W� 	��?B<���
���
	�$& \�X \$&-[!���.��-&� $&�
	���-,�����<�4���� $&� 3��X-&�?���B<$&�<��B<�X	�$& 2Zb��E�43 �h�h� $�� ∂/∂t = 0 � 3���$&�<$,��.!# �
$&� =��<�2-��4�?	
��B<��BJ-&������$,�5���B<�?�b� �&!# Z<=�$&���<Z ��B�$& \������B�$&�?	
���<-��4�� 3��d$&��$,	�.!# �\-&���N3��2-&�����
	����?	�$ k

B�$�3�� $&-�� �QH�M��v/�� �
_D��A��	
E��Z[�4�	�$���3����A$&-&=<��-,������$&��B�$��W=.3�$, � � � �� �4���*$��� 2Z�36��-�������=�$ ∂G/∂ �ϕ $&� =��<��-����R	
��B<��B

-&������$,�5���B<�?� ^X$��
�?= !# ��=�$

r2
�ϕ = -&�����
	 ≡ h. �QH�M�� 8 �

� ��-����?	
��B<��B h $&� Z����Zb���-,�����[� 3D�43  %�� \$&�R	�� ��� �*=.3��4�$&�
Zb$&-,���<-&� B�$,3b�
���
	�$& ]�R��� =���	
�6	�=.>*$&��B�� 3����
$&-&�&� �QH�M��v/���� �QH�M�� 8 � $&�)3�� $&-�� �QH�M��v������$���@�	
��$&��$ ��=�$

1

2
m �r

2 +
1

2
mα(r �ϕ)2 −

GMm

r
= mc

2(k2 − 1). �QH�M��vH��

�W�
	�� $&-&=<��-,�&!���J$&�� =.> �
�� %�63�� C� 3�� ��=�$���$���@�	
��$&�<$ $&�N %$&- !���.��-�� � $���	����.�����<�

1

2
m �r

2 +
1

2
m(r �ϕ)2 −

GMm

r
= E � � � . �QH�M��vG��
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§52. Part́ıculas y rayos de luz cerca de agujeros negros
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§53. Enerǵıa de amarre en órbitas circulares
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§54. Deflexión de la luz por objetos gravitacionales
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§55. Experimentos en gravitación relativista
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§64. Métrica de Robertson–Walker
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B�$� \����$, �� �4B���� 3 �h�h� $��[B θ = 0, B ϕ = 0 � �<3�� $&-�� �QG�8.� � � ��=�$&B<� $&�?	�����-&$&�C-&�� %�
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c
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r
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��$& 2Zb� t+∆t >d363�$��*�
�)3��)	
��$,�E�N�43 	
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B ρ
B t = H0ρ, �QG�H��vG��
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R
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t
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∣∣∣
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. �QG�H��vT��
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D∆θ

1 + z
,

B�����B�$��<$& %���A���?	
���B�=�-,��B��]3�� � � ,�*-,
� , � ,�* ' � ��� ��*-� D ≡ R �
��� (r/R) � ^�$��
��=b!# ��$��
� �*=�$ �?=�$

∆θ =
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D
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�� �4�<B�$ z = ∞ �d@<��$&� R = 0

t0 =
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0

B t =
1
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∫ r �����

0

R(t) B r �QG�H������ �

§66. Ecuaciones de Friedmann

� �C !$,	
���-���B<$ IA��@b$,�	������ ���F�43 � $, �.$&-�� �QG�8.�vS�� Zb����$&$AB���� ���<- !��*�.�6	������ R(t) > R � � � ��$&-&$&���4����
=�	
�636� � �4 3����A$&-&=<��-,������$&�XB�$ �`�����
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�ρ + 3
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R

(
ρ +

p

c2

)
= 0. �QG�G���� �

� ��=b!# ��$& %���;=.	
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(
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B R3

B t = 0. �QG�G��v���
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§67. Modelo estándard de Friedmann
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	��� \$&�R	�$ 3���$&-�� �Q��8.���&M�� �
��B�$��[�.�� %��� κ = 2c2/R2 � � ��� ����3�=�-,�����<$&� >R�X0�=�$,����
-��43�-&=.3���B<��� $&�($,3W-��4Z !# 	�=.3��(PhU � >"-&�� \�\5��� %����� �b!# 3���������3�=�-,������$&� -&��� R2 < 0 -&����$&�
Zb����B�$&�F�
=<�.�65*$,������ � @<��$,�	���� � �*$&�� \$,	
�!# ���.�6Zb$,�@�!��36��-�� � �?=<$A��$;$��Z[����B<$&�2Zb�� �
��$& 2Z<�$��?9;=<����B�� R2 = 0 ��$
��@<	
��$&��$&�F=��.�65*$,E�������4@���$,�	���� � �*$&�� %$,	
 !# � � =�-,36��B.�����<�Y�\Z�3����<� � ��=�$ 	��� @���!$&�F��$�$� Z[����B�$&�7Zb��
����$& 2Z��$�� � ���;����3�=�-,������$&� -&��� R2 > 0 -&����$&�
Zb����B�$&� ��=��.�65*$,������A-&$,�E��B���� � �*$&�� %$,	
�!# � $&�
0&!$,���-�� �
$&�"3���� -&=<�43�$&�X�?-&=���$�=��)�$&-&��3��4Z<���\Z[�4E� =��)	
��$& %Z � �<�.�6	��2$&�N$,3D0�=.	�=.�� �

9A�4@ $ �[�4-&$, ����	��4 ��=�$�$,3 �<$&-	��� B�$ ��=�$�$,3<=����65*$,�����$&�\$��Z �4�<�
�&!���%Z �  �C %��B�$,3���� B�$;Zb��365*� >
$,3 �?=�$A-&���<�
��B�$,E�� %��� $&�2$,3<-��4Z !# 	�=.3�� PhU 	
��$&��$&�23����  %���� \���W����3�=<-,������$&� B<$,@���B���Z������-,�6Z[�43� %$&�?	�$��
	
E$&� -���=������&� � �CZ���� %$,E��$&� �?=<$�3���01!# �
��-�� �?=�$�B�$&��-,��6@b$C�43[-&�� 2Zb���	��� %��$&�R	�� 3���-�� 3 B�$ 3��� \�4	�$,���� �
$&� 3��C 2���� ]��01!# �
��-�� ��=�$�B�$&��-,��6@b$A��=2-&�� 2Zb���	��� %��$&�R	�� � 3��4��R�C$&��-�� 3��?�._D�� $ 	l$& %Z�3�� �R3��C-&=.�5��4	�=.E�
B<$,3 $&�
Z �4-,��� $&�]=��] 2�63h!#  %$,	
��d- !=�@���-&� B<$,3 =����65*$,���� $&� � �*=[� 3D��3���-&=.�5��4	�=.E��B�$�	���B�� $,3 =����65*$,���� �
� �F��$��*=��<B<�F$&� ��=�$N$,3C- !�43�-&=.3�� � $���	����.������� $&�]5��436��B�� Z �  �J	���B����]3����]��@[��$,�5��4B<���$&� �?=<$N��$
 =�$,5*$&�7B�$�	�� 3 0���� \� ��=�$�$,3`=��.�65*$,E���%Z � E$&-&$�������	
<!��Z���-&�]Z[�4E�d$,363����X>)$&�
	��%��-&=.�E$�Z[�4E� 	���B����
3����A��@[��$,�5��4B<���$&�;0K=<��B<�� %$&�?	��43�$&���.	��43 -&=[� 3b��$X$&��-&�����$,����N$&�]3��� !$,	
���-�� B�$CIA��@b$,�	������ ���J�43 � $,��
� ��	�$,�-&$, � -���=��E��$&� ��=�$C3���5��436��B�$ ��B<$ 3��  !$,	
���-�� B�$�IA��@b$,�	������ ���F� 3 � $,�$&�A��3�� 3�� 	�*�dB�$ 	���B��
$,3�=��.�65*$,���� � ����-,3�=����a$&�L$&��-��43����\ ]�,>*���$&�\�N3��7$&��-��43��7B�$,3 ��%�"�* � %�� � � r = ct � �W�
	��F�<�J$&�2B�$
$� 	
E� �<�4���$��[Z<=�$&��$,3DZ�����<-,�6Z����\-&���� %��3&!�����-&�]�� 2Z�36��-�� �?=<$�3��d$&��-��43��dB�$�5��436��B�$ � B�$�3�� 01!# �
��-��%3��?-��43
��-&=.�E$C	��4 @��E!$&�J� �.�65*$,3 ��3���@[�43h�

�W�2!=.	
�63<B�$��<���6W3���, � � ' *-,
�
, ��"��� � *�� �2-&�� %�X3���B�$&���
��B<��Bd3h!#  %�6	�$ ρ � �?=�$AB<$,@ $ 	�$&��$, $,3�=����65*$,����
Z �  �; \���R	�$&�<$,���$ �4@���$,�	�� ��' !���`�,>R��B�$ $&�
	�$W3h!#  2�6	�$;-,�!# 	
��-&� �*$,3R=����65*$,����X$&�D�4@���$,�	�� ��^�$ 3��A$&-�� �QG*�?�v���
��$��
� �*=�$ ��=�$

ρ � =
3H2

0

8πG
. �QG*�?�v/��

^X$�$&��	��  \����$,E� ��$�B<$��<��$�$,3 � ��" �� � � � " % , � , � � ' *-,
�
, Ω0 B�$�	��43 0K��� ]� �?=�$

Ω0 =
ρ0

ρ � �QG*�?� 8 �

=
8πGρ0

3H2
0

�QG*�?�vH��

9A���)$&�
	�� �<3��2$&-�� �QG�G��vH��A	��� ]� 3�� 0K��E \�
e4fhgjilk m�n o;pqsrKtvu w�x y�zRtv{Q|Ky~}~�
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�R2 =
Ω0H

2
0

R
−

c
2

R2
, �QG*�?�vG��

-&=.>R��������3�=<-,������$&�C$&�
	 !�4�7B<��B<��� Z ��

� � ' ��B�$,3��%B�$��`�����
	�$,��� �QB<$ � �6	
	�$,�-&��� Ω0 = 1 �hZ�3������ � �

R =

(
3

2
H0t

)2/3

. �QG*�?� � �

@ � Ω0 > 1 �j$&�
0&!$,���-&� � �

R = a(1 − -&��� θ), t = b(θ − ����� θ).

(
a ≡ Ω0

2 (Ω0 − 1)
, b ≡ Ω0

2H0(Ω0 − 1)3/2
.

)

�QG*�?�vT��

- � Ω0 < 1 � �.�6Zb$,�@�!��36��-&� � �

R = α( -&����� φ − 1), t = β( �
����� φ − φ).

(
α ≡ Ω0

2 (1 − Ω0)
, β ≡ Ω0

2H0(1 − Ω0)3/2
.

)

�QG*�?�vS��

9;�� %� -������ Z[�4�	
��-&=.3��4XB�$,3b��$��*=���B�� ���<-,�����2$&�
	 !� $,3 � %�, ��#&% , � ��� ��* �%�-&��� Ω0 = 0 � 	��� @���!$&�
-&�����?-,��B<�F-&�� %�J$,3 � %�, ��#&% , � � * # � ��� �W� ���?	�$,�$&�����R	�$N5*$, ��=�$Y$&�L=��  \�?B�$,3��J$&� $,3�-&=[� 3 3��
B�$&���
��B<��B ρ0 = 0 $,3b=����65*$,���� ��$X-&�� 2Zb���	���B<$� ]�4�<$,E���.�6Zb$,�@ !��36��-��R� �W�
	�� Z<=�$&B�$X$��Z<36��-�� E��$�-&���
$,3D�
� �*=.��$&�?	�$ �4��*=< %$&�?	�� �[^X$��4-&=<$,�B��2-&��� 3�� $&-�� �QG�G�� 8 � �.3�� B�$&����-&$,3�$,E��-,�&!���JB�$�-&=[� 3 ��=.��$,��R�43�� � ���
$&�\-&$,�� �W� ��	
E���%Z[�43��4@�E�����;3��F5*$,3��?-,��B<��B B<$"$� Z[�����
�&!���sB�$N-&=<�43 �?=.��$, �R�43���� ��� -&��� �$&��Z $&-,	��
� 3� 2���� \�(��@[��$,�5��4B<��%0�=���B<�� %$&�?	��43�$&� 3��7 %���� \�?� ^X$ $&�
	��( \����$,E� �W	���B����23����%��@<��$,�5���B����$&�
0K=��<B<�� %$&�?	�� 3�$&�X$&�
	 !���"$&�)�����
	�$& \����B�$CE$,0K$,�$&�<-,��� ����$,�-,���43�$&�&� � �&!# �<$,3 	
��$& %Zb�d- !���� 2��-&�2$&�?	
�$�=<�<�
>Y��	
 � �R� 3���� ���]$&�
	 !�dB<��B��2Zb���3�� 	
 �4�<�
0K��E \��-,�&!���NB<$ � ���$&�?	�� t ′ = (t − � r/c

2)/
√

(1 − � 2/c
2) �

� ����E�\@���$&� �b3��4��-&����B.��-,������$&� B�$ ������	
���ZD!# � > ���� \��*$&��$,��B<��BaB<$,@ $&�a�?-&=.���6��43  2���� \�%	
��$& %Z �
- !���� 2��-&� t ′ $&� 3����N�����
	�$& \���"B<$7�$,0K$,E$&��-,�����(B<$73����N��@<��$,�5���B���E$&�"0�=���B<�� \$&�R	��43�$&�&� �W� ��	
E���
Z[�43�� @<E�����R3����.�6Zb$,���=.Zb$, �<-,��$ t ′ = -&�����
	 $&� ����� ]� 3<�X3��X36���<$���B�$�=����65*$,�����B<$A-��4B[����@<��$,�5���B���
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0�=���B[�4 \$&�R	��43 � �R�43���� ��� �E�A_ ��2��	
E�NZ[�4�	�$��W$,3�$,3�$& %$&�?	��FB�$YB.���
	�����-,���JB l $&� =�� Z<=��?	��JB<��B��F_
����@��$ 3�� ���6Z $,E��=.Zb$, �<-,��$ t ′ = -&�����
	�$&�C	��43 ��=�$dB s2 = c

2 B t ′2 − B r2 = − B l2 � ^�$ $&�
	��] \����$, �
B l2 = −c

2 B t ′2 + B r2 -&��� t ′ $,3[	
��$& %Z � Z����Z<����> l 3���B.���
	�����-,��� Z����Z����� %$&B.��B<���;�� @b��� ��Z[�4�	
�6
B<$,3�Z[=��R	��C_D� � ��-&�����B�$&�<��B<� t ′ -&���E$&�
Zb����B�$ 	l=���	��4 \$&�R	�$A�43 	
��$& 2Zb�X- !���� 2��-&� t ′ >�3���-&�����B�$&�<��B<�
l �X3���-&�����B�$&�<��B<�C �4B���� 3 ρ �?=<$ �4Z[�4�$&-&$ $&�%3��C$&-�� �QG�8.��� �&�?^X$A$&�
	��� \����$,E�X$&� -,3��4���$&�R	�����-&$&� ��=�$
$,3 $&�
Z[��-,�����R	
��$& 2Zb� ��=�$�B�$&��-,��6@b$ �43D=��.�65*$,E���%5���-�!# �]�<�%$&� B<$ 'Y��� � � � � � �WZ<=�$&� 3�� ���R	
E�?B�=<-&-,�&!���
B<$,3b	
��$& 2Zb� - !���� 2��-&� t ′ >%3�� B.���
	�����-,���dZ����Z���� l �����Y3����A-&�����B�$&�<��B<������$&-&$&���4������AZ[�4E� B�$&��-,��6@��6
$,3 -&�� 2Zb���	��� 2��$&�?	��]B�$,3  %���� %� �[')$&B.�����R	�$ $,3 =<���2B�$�$&��	��4�X-&�����B�$&�<��B<���X$&��Zb���
�6@�3�$ 363�$��R�4�� 3��
 !$,	
���-��2B�$�I���@ $,�	������ ���F�43 � $,�$��?=��65��43�$&�?	�$ Z[�4E� =��"=<�.�65*$,����%5���-�!# � �

�W�)3��a!$,Zb��-�� Z��$&��$&�?	�$��[-&=<����B<� t = t0 > R = 1 �<3�� $&-�� �QG*�?�vG����� %Z�36��-�� ��=�$

R =
c

H0(Ω0 − 1)1/2
. �QG*�?���&M��

� �
	����
� �*�.���[-�� ��=�$�3��CB�$&�<�
��B<��B\B<$,3[=��.�65*$,E����>d��=\-&=.�5�� 	�=�E��$&�
Z[��-,���43 $&�
	 !�4�]�$,3���-,�����<��B<���A=��[���
=<�<�� \$&B.�����R	�$C$&�
	����$,3���-,�&!���b� �W�
	�� ��� $&�;B�$�$� 	
E� �<�4���$XZ<=<$&� � 	� %(�!5 	��������+�1+	A�&!%#A������ �+��%(�� ' *�3�+*&!+��6�6�6 �N^X$%3��)$&-�� �QG*�?���&M�� ��$\�
� �*=�$]$&�R	�����-&$&� ��=�$]$,3 5��43���dB�$23��"-&=.�5�� 	�=�E� Z�E$&��$&�R	�$]B�$,3
=<�.�65*$,���� Z<=�$&B<$X-&���<�?-&$,���$����4@���$&�<B�� 3���� 5��43����$&��B<$ ��=YB�$&������B<��B Ω0 >23�� -&�����
	����R	�$�B<$X� =.@�@�3�$
H0 Z[�4E� 3��F!$,Zb�?-��2��-,	�=<�43h�

�W�dZb���
�6@�3�$) \$&B.�623��7B�$&-&$,3�$, �4-,�&!���sB<$,3�=��.�65*$,����+ %$&B.�����?	�$)3��(���?	
���B�=�-&-,�&!��� B�$ =��<�7��-&$,3��
$, �4-,�&!���7��B.�� %$&�<�
�����<�43 q0 �.363��4 ]��B<� � ��" �� � � � " % , � , � ' � � ��# � " � ��* �%�� ��=�$���$�$&��-,��6@ $ -&�� %�

q0 ≡ −

( �
R

�R2

)∣∣∣∣∣
t0

. �QG*�?����� �

� �
	���B�$��<����-,�&!��� $&� -,3��4E�����[��$�-&���<�
��B�$,E� �?=�$ q0 �$,Z�E$&��$&�R	���3��� %��B.���<-���-,�&!���)�X3��C3�$,>\B�$�� =.@�@�3�$
� ��$��*=���B��2��EB�$&�"B�$ � Z<���� �� \��-,�&!���

R(t)

R(t0)
= 1 + H0(t − t0) −

1

2
q0H

2
0(t − t0)

2 + . . .

�.=��
	
�6	�=.>*$&��B<�Y3��%$&-�� �QG*�?���&M���$&�N3��\$&-�� �QG*�?����� ����$ ��@�	
��$&�<$d$,3 5��43����B�$ $,3`Z[�4.!�4 \$,	
��YB�$ B�$&����-&$,3��
$, �4-,�&!���NZ[�4E� 3����X %��B�$,3���� B<$CZ ��365*�

q0 =
Ω0

2
. �QG*�?���&���
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' $&B.�����?	�$ $,3D=����2B<$C3��d$&-�� �QG�H��vH����<3�� $&-�� �QG*�?�v����>Y3�� $&-�� �QG*�?�vH�����$���� �*=�$ ��=�$

B z
B t = −H0(1 + z)2(Ω0z + 1)1/2. �QG*�?���&/��

^�$ � ��=b!# �?=�$�$,3 	
��$& 2Zb�2- !���� %��-&� t  %$&B.��B��\B�$&��B�$�3�� ��E���"$� Z�3����
�&!��� z = ∞ $&��	R!$ B<��B��dZb��

t =

∫ t

0

B t = −
1

H0

∫z

∞

B z
(1 + z)2(Ω0z + 1)1/2

. �QG*�?��� 8 �
	 	
�636� � ����B��Y$&�
	�� E$,3��4-,�&!���7$&� 0 !��-,�63 5*$, �?=<$ � � B�$& =�$&�
	
 � 3�� � �

t0 =






Ω0

H0(Ω0−1)3/2

{

� E-&�
���
(

Ω0−1
Ω0

)1/2

−
(Ω0−1)1/2

Ω0

}

, �
� Ω0 > 1.

2
3H0

, �
� Ω0 = 1.

Ω0

H0(1−Ω0)3/2

{
(1−Ω0)1/2

Ω0
− �4�������

(
1−Ω0

Ω0

)1/2
}

, �
� Ω0 < 1.

�QG*�?���&H��

^�$ � ��=b!# �j�2B�$C3��d$&-�� �QG*�?���&H�����$���� �*=�$ ��=�$�3�� $&B<��BNB�$,3 =����65*$,���� t0 ∼ H−1
0 �

�W�W�<�4	�=.E�43��*$&�<$,E�436� � �4 Ω0 > H0 ��-����R	
��B<��B�$&� ��=�$AB�$,Zb$&��B<���2B�$;-&=<�43 ��=.��$, 	
��$& 2Zb�C- !���� 2��-&�

H(t) ≡ �R(t)/R(t), Ω = 8πGρ/3H2(t), �QG*�?���&G��

$&�JB�����B�$ H(t) > Ω(t) E$,Z��$&��$&�?	����a�23��]-&������	��4�?	�$2B�$d� =.@�@�3�$ >(�%3��]B�$&���
��B[�4BJB<$,3 =��.�65*$,����
$,5��43�=<��B<����� =�� 	
��$& %Z �%- !���� 2��-&� t �$&�
Zb$&-,	
�65��� %$&�?	�$��
� �&!# �[=�	
�636� � ����B��]3�� $&-�� �QG�H��vH�� >]3�� $&-�� �QG*�?��� ����$���@<	
��$&��$ ��=�$

ΩH2 =
8πG

3
ρ0 (1 + z)3 . �QG*�?����� �

^�$�$&�
	��L!=.36	
�� \�d�$,3���-,�&!���N> =.	
�636� �4�4�<B��]3�� $&-�� �QG*�?�vG�� ��	
=��?	��%-&���N3�� $&-�� �QG*�?���&M�����$���@�	
��$&��$ =��<� B<$
3��4� �$,3���-,������$&�� \���A�� %Zb���	����R	�$&��$&�"-&���� \��3���.!# �

{

1 −
1

Ω

}

=
1

1 + z

{

1 −
1

Ω0

}

. �QG*�?���&T��
� �J$&-�� �QG*�?���&T��] =�$&�
	
 � �?=�$�� ����B�$,Zb$&��B.��$&�?	�$& %$&�?	�$JB�$,3�5��43��� �?=<$ Ω0 	�$&� �R�a$&�L3�� !$,Zb��-��

Z��$&��$&�?	�$�� $&�L$,3AZ[������B��aB.���
	����R	�$"B�$,3 =��.�65*$,E���FB�$YZb��365*� � -&=<����B<� z → ∞ �W$,3�Z � .!�� \$,	
��FB�$
B�$&���
��B<��B Ω → 1 �[^X$ ��$&-	��� � �
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§68. Modelos de polvo con Λ 6= 0
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�$,5*$,�	
��B<�%�
���)�� %Z ���	��  �?=�$�	��4�"Zb$��?=�$��<������$����"3�����5�� 3���E$&�XB<$ Λ > Ω0 �

� ���]-��4�����\���?	�$,�$&�����?	�$&�)��-&=.��$&� -&=<����B��+3��J-&�����
	����?	�$J-&���� %��3&!�����-�� Λ > 0 > Zb��%	����?	��
ΩΛ > 0 Z<=�$&�A-���=��E��E$,Z<=.3��
�&!���N� � +�0���/. *+ 32�+�"2� � $&�?	
�$�B����AZ � �	&!# -&=�3��4�CB�$XZ�E=�$,@[�?�<_ �4E� 	���B����
$&�
	����  \�?B�$,3����X$� ���
	�$�=��[�  )!# �.�� \�d	����4�dB�$�-��� @����%B<$�$��Z �4�<�
�&!��� �?=�$��?-&=.��$�Z[�4E� $,3D "!# �.�� %�
5��43���AB�$,3 0���-,	���AB�$ $&��-�� 3��?���W�
	�$���$ $&�<-&=�$&�R	
 ��B.�60�$,�$&��-,������B<� $,3 5�� 3���AB�$ �R $&�\3���$&-�� �QG�T����&M�� -&���
�$&�
Zb$&-,	��%B�$ $,3D	
��$& %Z �\- !���� 2��-&� � 3��%-&=[� 3 �� 2Z�36��-��%3��d$&-�� �QG�T��vS�� �[P �*=<�43��4�<B��\$&��	�!�\=.36	
�� ]� �$,3���-,�&!���
� -&$,��2��$���@�	
��$&�<$ $,3 5��43���CB�$ R � ��� Z[�4E� $,3D-&=<�43 �R $&�� )!# �.�� \�

R � ��� =

(
Ω0

2ΩΛ

)1/3

=

(
4πGρ0

Λ

)1/3

�QG�T����&���

�`3 5�� 3���CB�$ �R2
� ��� $&�
	 !�dB[�4B<�2Zb��

�R2
� ��� = 3H2

0

(
ΩΛΩ2

0

4

)1/3

−
c
2

R2
= Λ1/3

(
3Ω0H

2
0

2

)2/3

−
c
2

R2
. �QG�T����&/��

9;=<����B�� �R2
� ��� > 0 $&�R	����<-&$&� R(t) -,�$&-&$�Zb�� ����$& 2Z��$ > R(t) 	
��$&��B�$��43 =����65*$,���� B�$ B�$����6	
	�$,

Z[�4E� 5��43����$&�X��= �[-,��$&�R	�$& \$&�R	�$ ��E����B�$&�

R(t) ∝ $� Z
{

Ω
1/2

Λ H0t
}

, Z[�4E� t → ∞ �QG�T���� 8 �

�W�d$,3<-�������$&�d$,3 ��=�$A$,3�3���B���B�$,�$&- ����B�$ 3��C$&-�� �QG�T���� 8 � $&�W��$��R�4	
�65*� ��$&�?	�����-&$&� ��$AB.��-&$ ��=�$ R(t) �j�
$,3�=��.�65*$,���� �W$&� Λ B��� %���<��B��C> Z<=�$&B�$;-&�� 2Zb���	��4���$AB�$;B����W \����$,E���WB.����	
���R	����&� �W� 3���Z���� %$, � $,3
=��.�65*$,���� $&� $&� 	��43 ��=�$ R(t) B�$&-,�$&-&$ �[�4��	����43�-��4� � �4 =��\ )!# �.�� \��Z[�4E�C ]�4� 	��4�B�$A����-,E$& %$&�?	�� E��$
> -,�$&-&$,d���<B�$��<�.��B<�� \$&�R	�$ �<���
	��7�43�-��4� � �4]���
���?	.!��	
��-��4 \$&�R	�$7$,3A5��43���\B<��B��7Zb��d3��($&-�� �QG�T���� 8 � �
�W�+$,3 ��$��*=���B<�"-������($,3 =��.�65*$,E���N��$%$� Z[����B�$2.!�4Z���B[�4 \$&�R	�$)�]	
��$& %Zb����Zb$���=�$��������W�43�-��4� � �)=��
 !������ \�C> -&�� %�X3���0�=�$,	� � B�$A�4�?	
� ��E�,5*$&B[�4BY���C$&�W��= �<-,��$&�R	�$& \$&�R	�$ 0K=<$,�	�$���=�� �$&-&��3��4Z<������-&=.�E$��

� ��� -��4�����D \���D���R	�$,�$&�E�4�?	�$&�W��-&=.��$&��Z[�4E� �R � ��� ≈ 0 � ��=��
	��� \$&�R	�$ $,3R-������ $&� $,3R-&=<�43 �R � ��� = 0

$&��-&������-,��B��Y-&�� %�\$,3  \�?B<$,3��%B�$ � ,
,�* ��. � %�� � � ��� � �� � "
��� _ �4E�2$&��	�$�-������]$�����
	�$ 3��2Z �����6@��636��B<��B
B�$ �Q� ��	�$&��$,d=��a=����65*$,���� �?=<$\��$\$��Z �4�<B�$\B<$&��B�$]$,3 ���� �*$&� $&� =��+	
��$& 2Zb� �[�.�6	��NB<$,3 Z[������B��
>($,5*$&�?	�=<�43� %$&�?	�$]�43�-������ �4.!� =<�J$&�
	���B��)$&�
	���-,�����<�4���� � �h@ �X$,3 =��.�65*$,E���)��$d$� Z[����B�$2�\Z[�4�	
�6�B<$
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	���B��J$&��	��4-,�����[� ����a��-&=.��$]$&� 3�� !$,Zb��-��)Z<�$&��$&�?	�$�� � ���d %��B�$,3����dB�$ �WB�B���� ��	���� � � $& ]� � # 	
�$
	
��$&�<$&� $&B<��B�$&�  =<-	���( \�,>*��E$&�dB�$ H−1

0 >a$&� $,3;-��4���(B<$,3 � %�, ��#&% �5� � "
��� % , � � ,
,�* ��. � %�� �
� ��� � �� � "
� $&�a$,3 -&=[� 3 �R � � � = 0 $&�a$,3 Z[������B�� ��� �<���6	��)3��Y$&B<��BaB<$,3 =��.�65*$,����"$&����� �[�.�6	��� %$&�?	�$
�� �4�<B�$��
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	 ���FB<$Y3����2Z����@<3�$& \���% ]�4� �� %Zb���	����R	�$&�\Z[�4E�N3��J-&���� \��3���.!# � ���
	
���01!# �
��-��F$&�\�
��� 3�= �R�4 �
B<=�B<��� $,3�$&�R	�$&��B��� 2��$&�?	��aB�$,3A���� �*$&� >a3��"$,5*��3�=�-,�&!��� B�$,3A-&���?	�$&�.��B��FB<$,3;=<�.�65*$,����F %���� %� � �W���
	����C��@�	
$,	��������
	
����A!�� %��-&����B�$,@���$,E���J��$, �
-&��-,���<��B���� �"$&�($,	��4Z[���X	�$& 2Z<E���<���C�43W=��.�65*$,E��� �D_ �4E�
Zb��B�$,A�4�[� 36� �4� �$&�
	����A$,	�� Z �4� ��$&� �<$&-&$&���4����d$&�R	�$&�<B�$,A3���B����;!�4 %��-�� B�$C=��.�65*$,������AB��� 2���<��B����;Zb��
 �4B����4-,�&!���(> ���2 ]�4	�$,���� �j \����� �E�

9;�����
��B�$,E$& %����=�� �R����B<$C0K��	�����$&� �<B�$CZ[�4�	&!# -&=.3����C \���
�65������d=�� �R���A�$,3��4	
�65����
	��%$&� $,3D3h!#  %�6	�$
=�36	
E�4�$,3��4	
�65?���
	�� � $&��B<$&-,�6 -&=<����B�� e � mnc

2 � � �Y$&-&=<��-,�&!��� B�$2$&�
	���B��)B<$d$&�
	�$ �R����$&�
	 !� B<��B<�
Zb��

p = e/3, �QG�S���� �

$&�;B�$&-,�6�� -&����$&�
Zb����B�$C��=��N!# ��B.��-&$�Zb��36�6	
�!��Z<��-&� κ = 4/3 �j-,0O�.$&-�� �QG�G��vG�� �E� � ��$&��$,��.!# � ���?	�$,��<��Zb��
=<�.��B<��B2B�$ 5*��3�=� \$&�2Z����Z<��� e ��=�$A-&���?	
��6@<=.>*$�-��4B[� 0���	.!���%� 3��XB�$&���
��B<��B2B<$;E��B.����-,�&!���%$&�
	 !�CB<��B<�
Zb�� e = hνn �*B�����B�$ h $&�`3��C-&�����
	����R	�$�B�$A_`3���� � � ν ��= 0 E$&-&=�$&��-,���C> n $,3<�X!=� \$,��CB�$ Z[�4�	&!# -&=.3����
�h0���	�����$&� ��Zb���=��.��B<��B+B�$d5*��3�=� \$&�aZ�E��Z���� � ^X$,@���B��(� ��=�$ n = n0R

−3 = n0(1 + z)3 >7-&�� %�
ν = ν0(1 + z) �<B�$ �4-&=<$,�B��2-&���"3��d$&-�� �QG�8.� 8 � >\3��d$&-�� �QG�H��vH�� �$&��Z $&-,	
�65��� %$&�?	�$�� ��$��
� �*=�$ �?=�$

e = e0(1 + z)4 = e0R
−4. �QG�S��v���

� �<�436��-&$& %���X� ����E� -&�� %� 5��  !# � $,3 $&��Z $&-,	
E� B<$X=<�]-&=<$,�Zb� �<$����� �<_ �4E� -&�� \$&��� �4 � 3���3�$,> B�$
� 	�$,0���� � � ��36	��� ]�4� � e = aT4 �?-,01�[$&-�� �Q��T����&H�� ���� 2Z�36��-�� �?=<$ †

† � � ���I"���� ��+%����������(� 8�B �$&!� �(�&!� T �*�I� B &(� B �)&!";���)�#�)�6��� > �)";�(�)&'�� ���("����?� R(t) ���0"$����&(� �*� �*�+"$�5��*�?���$&!� �)�
����� /��$&(�*� "$� 8 � �� 	 ���H�?���I�)��, B �5��� �*&�C� B ��"$� 9���� C� �����"$� κ = 5/3 : � ��&!� ��� �(� �����*� ��"$�������(�-�����!��&+%���� T ∝ PV =

V−κ+1 = V−1/3
∝ R−1 :
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T = T0(1 + z) = T0/R. �QG�S��v/��
� �XB�$&���
��B<��B\B�$A$&��$,��.!# ��$&�
Zb$&-,	
E�43 B�$A=��d-&=�$,�Zb����$���E��$&�
	 !��B<��B<��Zb��W3��CB.���
	
��6@<=<-,�&!���\B�$�_W3��4� �

e(ν) B ν =
8πhν3

c3

B ν
$� Z (hν/kT) − 1

, �QG�S�� 8 �

=
8πhν3

0

c3

B ν0

$� Z (hν0/kT0) ,−1

(
1 + z4

)

= (1 + z)4 e(ν0) B ν0. �QG�S��vH��

^�$ $&�
	��C \����$,E� �R$,3[$&�
Zb$&-,	
���B�$�=<�2-&=�$,�Zb����$���E�� \���?	
��$&��$ ��=% 2���� ]� 0���� ]��-&���%3���$� Z[�����
�&!���
B�$,3D=��.�65*$,E��� �

c �� ]����B��N3��"-&������	��4�?	�$ -&���� \��3&!�����-��7$&�+3���� $&-&=<��-,������$&�\B�$ � ���$&B� \����� -&�� \�N-&$,��N>a=.	
���
36� � ����B��23��2$&-�� �QG�S���� ����$���@�	
��$&��$ �?=�$

�
R =

8πGe0

3c2

1

R3
, �QG�S��vG��

�R2 =
8πGe0

3c2

1

R2
−

c
2

R2
. �QG�S�� � �

�W� !$,Zb�?-����X��= �<-,��$&�?	�$& %$&�?	�$ 	�$& 2Z�E���<����B�$,3D=��.�65*$,E��� � $&�?	�����-&$&� R � 1 >YZb���3��d	����R	��

R =

(
32πGe0

3c2

)1/4

t1/2, �d@���$&� e = e0R
−4 =

(
32πGe0

3c2

)
t−2 �QG�S��vT��

� �XE��B.����-,�&!���Y- !���� 2��-���B�$A0�����B���$&�\ 2��-,�������B<��� $&� 3��� \�,>*�� -&���R	
��6@<=�-,�&!���)�X3���B�$&�<�
��B<��B\B<$
$&��$,��.!# �]B�$�3��  �4B����4-,�&!���a$&�N$,3 $&�
Z[��-,���]���R	�$,��R�43,!��-,	
��-�� �`� �&!# �b-&�� 2Z[�4E����B<�23��2B<$&���
��B<��B7B�$� ]�����
$&�)E��B.����-,�&!���7-&���)3��dB<$&���
��B<��B"B<$� \����� $&�" ]�4	�$,����d��$���@�	
��$&�<$

ρ ��� �

ρ � � �
=

aT4

Ω0ρ � (1 + z)3
c2

=
2.6 × 10−5 (1 + z)

Ω0h2
, �QG�S��vS��

$&�LB�����B�$ h $&�d3��7-&�����
	����?	�$NB<$"��=.@<@�3�$) %$&B���B<�7$&�L=��.��B[�4B<$&�\B�$F�&M�M �  / � / 'YZb- � $&�\B�$&-,�6 �
h ≡ H0/( �&M�M �  / � / 'YZb- ) �

^X$2$&�
	��Y \����$, ���b3��)-&���R	
��6@[=�-,�&!��� B�$ 3��  ]� 	�$,����YB��� 2���<�]3��)$,5*��3�=�-,�&!��� B�$,3 =����65*$,����)Z �  �
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-&������ 2��$&�?	������43 ��
	
� z ≤ 4 × 104Ω0h
2 � 9A=<����B��]$&�
	��d-&����B.��-,�&!���a���%��$ -&=� 2Z<3�$�$,3`=��.�65*$,����Y$&�

B<�� 2���<��B��%Z �� 3�� E��B.����-,�&!���b�
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�&!��� B<$,3 =����65*$,���� �

$,3 � % ��* � � � � , � �$% � %�� � ' � � ��"�*-%�� � ' †

Nγ

N �
=

3.6 × 107

Ω0h2
�QG�S����&M��
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$&�)3�� 	 ���65*$,��
��B<��BJB�$�^X=.	�[�4 $&�"$,3 I�$,����� 	 �.��B�� �

� �����R�43�� � �����\$&� $,3A=����65*$,����FB�$,@<��$,���� �<�4@b$,���$\0K��E \��B��7-&�� 2Z[�4E�4	
�65��� %$&�?	�$)	��4�B�$�� �W�
	��
��$ 5*$%�43 �4�[� 36� �4�  3�����-&���?	
E���
	�$&��B�$dB<$&���
��B<��B�$&��Z���� %$&B�������B�$d��@�	
$,	�����$&�73�� !$,Zb�?-��\Z��$&��$&�R	�$��
IA$&��=.36	�� ��=�$N$&��	�$( %���� %�+$&�\B<$,3C��EB�$&� B�$ δρ/ρ ∼ 106 Z �  � �R�43������������ 1000 Z[�4E�a-D!=� =.3����
B�$ �R�43���� ���4�">L=������Y-&=<���?	����YZ[�4E�F��=�Z $,E-D!=� =.3����YB�$ �R�43����������&� 	 	
�636� � ����B��L3��F$&-�� �QG*�?��� �Y$&�
	��
�
� �*�.���<-�� �?=<$�3������R� 3���� ���������2Z[=�B.��$,���� �<�4@b$,X����B��%��$,Z �  �4B[�4�CB�$ ��@�	
$,	���� �� �,5?�6	���-,�����<�43� \$&�R	�$
�4 ]�4�E��B����A���R	�$&��B<$X-&������ 2��$&�?	������43 ��
	
�dB�$ z ∼ 100 � �W�Y$,3 -��4��� B<$X- !=< =�3����A>%��=.Zb$,�- !=< =�3����
$,3D-&������ %��$&�R	��Y�43D��
	
�2$&� B<$,3D���B�$&�NB�$%�&M >F�X�$&�
Zb$&-,	
�65��� %$&�?	�$��

_ �4E� ���<�436� � �4N-&�� \� 3��4�)Z $���=�$��<��� Zb$,�	�=��@[��-,������$&� Z�E�?B�=<-,��B<��� Zb��]3�� ��E�&5*$&B<��B $&�s=��
=��.�65*$,�����$&�d$� Z[�����
�&!���\$,5*��3�=�-,�����<���Y-&�����
��B�$,E$& %���W3����W$&-&=<��-,������$&� @A!�4����-��4� B�$ 3����.��B.���B.���;!�� 2��-��
�����R�$,3��4	
�65?����	��F$&� ��= 0K��E =�3��4-,�&!��� �W=.3�$,������<��� 3��N$&-&=<��-,�&!��� B<$\-&���?	
���?=���B<��B �j$&-�� �Q��/��v��� � � 3��NB<$
�W=.3�$, �j$&-�� �Q��8.�vG�� � >Y3�� B�$ _D�����������

∇2φ = 4πGρ. �O��M���� �

�W�
	�����$&-&=<��-,������$&� ��$ Z<=�$&B<$&�F$&��-,��6@��6 $&�J	R!$,� 2���<����B�$ -&�����B�$&�<��B<��� � � �� �4�������4�[�4� �jB�$,��65���B<���
	���	�� 3�$&� �AZ[�4E� ��@<	�$&��$,

B ρ
B t = −ρ∇ � v , �O��M��v���

B v
B t = −

1

ρ
∇p − ∇φ �O��M��v/��

∇2φ = 4πGρ �O��M�� 8 �

�W�
	���� -&�����B�$&�[�4B[�4� � ����E��� �������<���W����� !=�	
�63�$&� $&� $,3?���;!�436���
��� B�$ =���=����65*$,���� $&� $��Z �4�<�
�&!��� Z �� �?=�$
-&����$&�
Zb����B�$&��	l=<�
	��� %$&�?	�$\�]3�����-&�����B�$&�<��B<��� $&�a-&�� \��5��� 2��$&�?	��(B<$,3 =��.�65*$,E��� � � �)����3�=�-,�&!��� �
���B�$&� -&$,�� B�$N3��4� $&-&=[�4-,�����<$&�)Z��$,5������ �?-&=���$(-&=<����B�� v = 0 � ���X3���� B�$& !���Y5��4����4@�3�$&�N�����
-&�����
	����R	�$&� �j$,3 =����65*$,����7$&� =<�.�60K��E %$ ��$&�R	�����-&$&�d��$\��@�	
��$&�<$\3��"����3�=�-,�&!��� 	
��65?���43 p = 0 > ρ =

0 � �W�
	�� $&�]=�� Z<���@�3�$& \�FZ<=�$&�]0���� \�43� %$&�?	�$ �<�4@�3�����B�� �����+$�����
	�$7=��[�F����3�=�-,�&!��� $&�
	 !� 	
��-�� �43
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Z<���@�3�$& \�?� �����Y$& @[�4��*� �.	��� \����B<� $&�Y-&=�$&�?	�� B�$ �?=�$C$,3b=��.�65*$,E���d$&�
	 !� $&�]$� Z[�����
�&!���N=��.�60���� %$
>dZb�� 	��4�?	�� 3���� ����3�=�-,������$&����-&$,�� ���B�$&�]B�$ Z $,�	�=.�@[��-,�&!���Y-&����$&�
Zb����B<$&�]��5��43����$&�;B.���
	
���?	�����B�$
-&$,E��B�$W3���� -��4�?	
��B<��B�$&� � 0, ρ0, p0, > φ0 ��� ����	
E��� Z � 3��4@� �4� �43����D����3�=�-,������$&�W�;���B�$&� -&$,�� B�$,@b$&�
�E� 	
����0���-&$, $,3 -&����	l=<�R	��CB�$ $&-&=<��-,������$&� $&-�� �O��M��v��� � �O��M�� 8 � Z[�4E�A$&�
	����d!=.36	
�� %���`5��43����$&�W %$&�<-,�����<��B����&�
_ $,�	�=.�@ $& \���2� ����E�"3��4�d$&-&��� �O��M��v��� � �O��M�� 8 �2�)Z���� %$,d���B�$&�  \$&B.�����R	�$Y3��N���?	
��?B<=�-&-,�&!��� B�$]3����
��� �*=.��$&�R	�$&��-����?	
��B<��B�$&�

v = v0 + δv , ρ = ρ0 + δρ, p = p0 + δp, φ = φ0 + δφ. �O��M��vH��

Tarea 24

7 z/8 � ')�&!���*� ��')� 	��!4�+�&!�6 �O��M��v���	� �O��M�� 8 � +	 # ��*���'�* ��5*&	�+!4�+���  � ')�" �"� 	� �+��6 �O��M��vH�� !5� ��*+���! �� ��*&% �� �&�

B δρ

B t + ρ0∇ � δv = 0,

B δv
B t =

∂δv

∂t
+ v0 � ∇δv = −

1

ρ0
∇ (δp) − ∇ (δφ) ,

∇2 (δφ) = 4πGδρ.


 E�+��6 �QG�8.� 8 � # ')�+�����&!5��*&�����
*&!5���+��% � ' � � *�2� ���'&�32�+������* � ��� ��+	 � ��*&%  ��')� ρ = R(t)r
#��!��" B ρ/ B t =

v = �Rr + R(t) B r/ B t = H(t)ρ + R(t) B r/ B t 6 � ')������ B r/ B t = 0
�&�0�������+�&!�!5�1��� �����&����	� 	�� � ���

� ' � ��	���6 �,� �&!��� % �����*+ #���	>� ���*&%������
R(t) B r/ B t # ')�+��� 32��*&!5� �+��%(� ' �� # � � '�� ��� %(�)��� � �+���������4	� 	�� � ����� ' � ��	�� # � �����&�$#;' �� # ��*���' * �)��������� 0#�*&��%(��* ��*+���&� ��� �&!��� 	�� � 6��C�C�&!��� %(�����*��#'����
	
���������� ��	 -��+�1-�� ����� ')�

v = v0 + δv
# �&�$����� �+�&!+# �)���&%(��!E���"�&�$��� � �++*

δv = R(t)
B r
B t . �O��M��vG��

7 zVz/8 � #A+*����
* ��� �&!��� �'�	 ����%( *+��	���������� � 	��! �+� ')����������&! �++	�� '�	�����! �&� ��	 ��������!5� 7 � 8 %(')�&!���*�� ')��	�����&��!-���"2�
δρ

���"�+���+�+� 7�� *+�+� '���*+�� ��')� B / B t � ∇ ��� �+����%(' ������ 8

B 2δρ

B t2
+ 2
�R

R

B δρ

B t = ∇2δp + ρ0∇2δφ. �O��M�� � �
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7 z zVz�8 * +*+ �A' � ��!4��������� �����+��! 7 �+��% ��	� ��� #A���!-������ ����	�' � � 32��*&!5� 8 	�$# *+�&!-������ � 	�(���&��!-���"2��
#�*���% ��*C��*+�"�&� �&!��"��� *+��	���������������! # ��*�	�(32��	�� �����"2������	 !5��� �����

c
% �+������$���,	� !-�/.$'����&�0���

*+��	������������
δp = c2δp

7 *+�+� ')��*+�����')�
c2 ≡ (∂p/∂ρ)s

8
� ' ���
	
���������� 	� �'�	 ����%(,*���	�2�������������	

��������!5� 7 � 8 %(')�&!���*+���')�

B 2∆

B t2
+ 2
�R

R

B ∆
B t =

c2

R2

(
∂

∂rα

∂

∂rα

)
∆ + 4πG∆ρ. �O��M��vT��

7 z�� 8 � ' !5�+4!+��	 ')���������&!.# 5*�4	� �+��6 �O��M��vT�� ��� 	��� ��*&%  ∆ ∝ $� Z i(k � � r − ωt) �
%(')�&!���*� ��')�

!5� ��� �����&����' �� �+� '�2������������C������

B 2∆

B t2
+ 2
�R

R

B ∆
B t =

{
4πGρ0 − k2c2

}
∆, �O��M��vS��

���������
k �

�&! ��	�32�+������* ��� ��� �� �&� �+� ��*+�"�&������! �"���+��%(��3���% ���&�$��� � �&!��$� *+��	��������������
�+��� ��	;32�+������*C���C������.#�*+��# ���

k
%(�+������0��� 	�,*���	�2��������

k � = Rk
6

� �+Z���� \$,E�a����3�=�-,�&!��� B<$N3�� $&-�� �O��M��vS��"�?-&=���$7-&=<����B�� $,3� \$&B.��� ��$J$� Z[����B�$JB�$J ]�4�<$,E�
-&�����
	����R	�$�� B�$ 	��43 0���� \� �?=<$ �R = 0 >7���&!# 3��\�$,3���-,�&!��� B�$dB.���
Zb$,����&!���JZ[�4E�]����B<����B�$ 3��\0���� \�
∆ = ∆0 $� Z i (k � r − ωt) $&�
	 !�dB<��B<� Zb��

ω2 = c2k2 − 4πGρ0 �O��M����&M��

�`3[��� �*�.���<-���B�� B�$�$&�
	��CE$,3��4-,�&!���Y$&� -,3�� E� � _`��� %$,E�� %$&�?	�$��?��� ω2 > 0 $&�?	�����-&$&� 3��4� ����3�=�-,�����<$&�
�����J����-,�63��4	���������&� � ��-,��6@���$&��B<� λ = 2π/k ��$ ��@�	
��$&��$ ��=�$ 3���������-,�63���-,������$&� $&�
	��4@�3�$&�������7$&��-&��� �
	
E��B<��� Z[�4E� -��������X$&�)3����X-&=<�43�$&��3��4��3���� ���6	�=�B<$&��B�$�����B<�2�����" \$&�����$&��� 3�� #&%���.�* � ��, , � %�� ,
�
, � � � ��� ' λ � B�$��[�.��B<� Zb��

λ � =
2π

k �
= c

(
π

Gρ0

)1/2

. �O��M������ �

�`3D-������ ω2 < 0 -&����$&�
Zb����B�$ �  %��B����A����$&�
	��4@�3�$&�X>Y3���� ����3�=<-,������$&�������

∆ = ∆0 $� Z (Γt + ik � r), B�����B�$ Γ = ±
√{

4πGρ0

(
1 − λ2� /λ2

)}
. �O��M����&���

_ �4E�\$,3 -������Y$&�($,3 �?=�$ λ � λ � �[3��2	�� � �%B�$�-,E$&-,�� 2��$&�?	�� Γ = ±
√

(4πGρ0) � >)Zb���3��\	����R	�� � $,3
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��$& %Zb�2-��4E��-,	�$,�!# �
	
��-&� Z[�4E� ��=�$�3�� ����$&��	�� @<�636��B<��BF�?-&=��E� $&�
	 !�2B<��B��2Z ��

τ = 1/
√

(4πGρ0) ∼ 1/
√

(Gρ0). �O��M����&/��

� �
	�$����;!�436���
���C-&����$&�
Zb����B�$ � 3 ��"�* � � "�*-% , � � ' � ����* # *-,
�
, , � � � ��� ' �?=<$���$C5?���\$&�)$,3D-��4Z !# 	�=.3��]U��
_ �4E� �$&����365*$,W	���	��43� %$&�?	�$;3���$&-�� �O��M��vS��W$&� ��$&-&$&�E� �����=.	
�636� � �4W3���� ����3�=�-,������$&� -&���E$&�
Zb����B.��$&�?	�$&�

�23����X$&-&=[�4-,�����<$&��B�$ �.���$&B� \����� � � � �?=�$ 3��] \�������?	�$,�$&�����?	�$dZ[�4E�2�<������	
����C�����N3��4�X����$&��	�� @<�63��
��B[�4B<$&��Z[�4E�]3��������6	�=�B�$&� B�$2����B[����E����B�$&���D-&���<�
��B�$,�$& \��� $,3 3h!#  %�6	�$ λ � λ � �D� �&!# � 3�� $&-�� �O��M��vS��
Z[=�$&B�$�$&��-,��6@��6���$ -&�� %�

B 2∆

B t2
+ 2
�R

R

B ∆
B t = 4πGρ0∆ �O��M���� 8 �

Tarea 25

7 z/8 * +*+ ��	 �+�!5� ����	 ' � � 32��*&!+� ��� � ����!�������� & �"� ,)� �-����* 7
Ω0 = 1

8 #
R(t)

�&!��$� ������ # ��* 	�
�+��6 �QG*�?� � � 6 � ')�&!���*+ �+��� �&!���� ��')� 	� �+��6 �O��M���� 8 � # ')�+��� *+�+�&!+��*������
*&!5� �+��%(�

B 2∆

B t2
+

4

3t

�R

R

B ∆
B t −

2

3t2
∆ = 0 �O��M����&H��

��' !5�+ !5��	 ')������� �&!  �&!��� �+� '�2�������� ��� 	� � ��*&% 
∆ ∝ tn � % '��&!���*+ ��')� 	��! !5��	 ')������� �&! 	� �+� '�2�������� 5	/. � � *++���+ � ')� !5�4�&��� ')�&�0��*+ 5	 !�' !���� ��'��
* �&!���� 3�+	���* ���

∆
�&��	� �+� '�2��������

��� � ��*��&������+	 #C�+��6 �O��M����&H�� #,�����&��� !5��	 ')���������&! n = 2/3, −1
6 
A�! !5��	 ')���������&! �+���

n = −1�+��*�*+�&!%# �������&�  ' � %(�)��� ��� ���+�++��%����&�0��� � 	�(!5��	 ')�������� n = 2/3
�&!C	�(!5��	 ')�������� �+��*

�*+�&!%# ���������&�0��� +	 %(�)��� ��� ��*+�+����%����&�0��� ����	��+���0��*+�!���� ���,���&�"!-��������&!�6 � ')�&!���*+ ��')�+#A+*+
�&!����,�+�!5�

δρ

ρ
∝ R = (1 + z)−1 . �O��M����&G��

� !���� *+�&!�'�	 ������ �&! !�' % �%(�&�0���;��%(#���* ��+�0��� # #�')�&!��+���0��*++*���� �	�����')� ! ')�+�+��� #A+*+C��	A�+�!5�
�R = 0

��������� ��	���*+�+����%����&�0��� ����	��+���$��*+�!���� ��� ���&��!-���"2�"�&! !5� 	
	���3�  �+�������� %(�����*+
����# �����&������+	 #��&!����,��*��+����%����&�0��� �)� '�*�*�� 5	/. � � *++���++% �&�$���  ��'A�" 6

7 zVz/8 � � ��	 ' � � 32��*&!5� ��� � �
	���� 7
Ω0 = 0

8 #�	� �+��6 �QG*�?�vS�� ��%$#�	
���+ � ')�
R(t) = H0t

6 � '��&!���*+ ��')�
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	� �+��6 �QG*�?�v/�� �&! �&� �&!���� �+�!5�
B 2∆

B t2
+

2

t

B ∆
B t = 0. �O��M������ �

� ��� ')�&�0��*+ !+��	 ')���������&! ����	 ��� # �
∆ ∝ tn � %(')�&!���*+ ��')� n = 0, −1

!+��� !5��	 ')������� �&!�6 � 	
%(�)���

n = 1
�"�+�+2� #"%����&�0��*+�! ��')� ��	A����*+�1%(�)������%(#�	
���+�� ')����	A�+���$��*+�!����1�������&��!-���"2�"�&!

�&!1�+����!�����0���
∆ =

�+����!��
. �O��M����&T��

� !�����*+�&! '�	 ������ ��� �&! ���(��� ��*+ ���+*&!5�$# ')�&!�!-�E��� -� � . *� 32�+�����#E� ���"� ��� -  �"��* *+�� ����
+	/.$' �� #A+*+���')� 	��! # ��*���'�* �)����������&!C�&� 	� �"�&��!-������(!5� �%$#�	
� � ��')�&� 6

_ �4E�\!$,Z ��-���� 	�$& 2Z�E���<��� B�$,3�=<�.�65*$,���� ��3���� Zb$,�	�=��@[��-,������$&� Z���� \���B.���43�$&�`��$ $&��-&=<$&�R	
E��� $&� 3��
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p
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γ
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γ
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v
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γ ∼ 1+ � 2/2c2 8
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B ρ
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4

3
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A�! �+� ')����������&! ��� � ����!��������
Rik −

1

2
gikR =

8πG

c4
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e fhgQi1k m�n o;pq r tvu w�x y�z?t {Q|Ky~}6�
< � tvu w�x y���� �v� uvy �v� ��� � {h��� � �4� >



§70 ORIGEN DE LA ESTRUCTURA A LARGA ESCALA 283

+	 �+���$��*+���*&!+�C�&� 	���! �" �������+�&!
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8πG
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�&� ���������
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i � T = Tk
k
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1

2
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)
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8πG

c4
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g00 = 1 +
2φ
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2
∇2g00 =

8πG
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B v
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1

ρ
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32πGρ0
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∆ ∝ R2 ∝ (1 + z)−2 �O��M��v/�M��
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§71. Materia oscura
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Z ����	�$,������$&��� 3�� ��=�$�3�� $&��$,��.!# �%B�$,3D=��.�65*$,E��� kT ∼ �&M �

�

�C$,U �� ]�����d %$&�����A-&=[�4�<B��2$,3 	
��$& %Z �
- !���� 2��-&� $,E�� \$&���� � ∼ �&M −
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† ����&(� 8�B � 8 �������(����� B �5����C�)���� �� �*� 8 �$�*&IC� �'��� �5%������ 8 �I���?���A�(� �$��"$�#���������� �!�5��������I%���������F&(���H������� �*��� �(� 8 �
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2 >
=<�<�dZ�E$&�
�&!���7B.���
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† �0���)&�	)��9A�(�)��� � ��� �?� � C��"��5��+���'���)� ��J � 4�� � > ��H�?� B &(� 8 �$& B �;&(�*�5�#� ��� ���&(�*�H";�������!� %A��'��(�������I���#����"$���$&*�!���
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9��(�5�� � ";�5��� �*&(� � C� ��#� 8 �)�(� M � = (e2/G)1/2
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� 4 � 	@#���������5� 	)���(��� l � = (Ge4/c4)1/2

≈
� 4 − � � 8 �
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≈
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«1/3

∼ � 4 − � � � , � D�: ��9
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«1/3
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«
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� 4 − � 	 . , � D�: 3 9
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�$> �I"!�(�5�'";��C�)���(��"$�5����� ���E����� /��$&(�*� ���$FG��� �� 8 ���#��& �*�D"$� 8�B �)&*�!� 8 ���$�A�(��: � � B �5�*� F#��� 8 �5� �*&!� &'%��� �$� �!�-�*���(���5"$��C�5�
�A"$�&*&(�D"$���)���� l 	 < l � : � � ����C�������*���-�� 8 �����*���5���)����� ����� ��� �?��� ���;&*&!� 8 �������!�)� 8 ��� B �A��$&(�)�(�)� ��� ��� >2C� �*�?"��A@
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� �=�)��C�������*��� ��I"���� B �)& � ���)� 7 8 ���$� �*&!� %A�� � ����� �(� ����� F�� &*&(�$&!� �� ���("$�)��� � ��� �(��� 8�B � ���5�+"$���)�����+�� B ��I����
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R(t) ∝ $��Z (Ω1/2

Λ H0t). �O����� 8 �
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§73. Enerǵıa oscura
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