
Mediciones déangulos aparentes desde una
CCD

Miguel Arizu y Fernando Mazzone

“ Cuando puedes medir de lo que estas hablando y lo expresas en
números, sabes algo sobre eso; pero cuando no puedes medirlo,cuan-
do no puedes expresarlo en números, tu conocimiento es pobre y no
satisfactorio: puede ser el comienzo del conocimiento, pero haz ape-
nas comenzado en el pensamiento cientı́fico ”

William Thomson, Lord Kelvin (1824-1907)

1. Propósitos

El objetivo de este escrito es introducir métodos, y someterlos a la crı́tica y uso
por parte de los foristas, para determinar losángulos aparentes entre objetos en el
cielo o terrestres a partir de mediciones efectuadas sobre fotograf́ıas tomadas con
cámara digital. El conocimiento de esta técnica nos permitiŕa entre otras cosas:

1. Calcular elcampo de visíon de nuestra ćamara (FOV) en un determinada
distancia focal. Lo que puede serútil al momento de decidir con que distan-
cia focal efectuaremos nuestras fotografı́as.

2. Cuantificar el movimiento de un objeto sobre el fondo de estrellas.

3. 3. Calcular la distancia angular entre 2 objetos.

4. Calcular por el ḿetodo delparalaje, usado desde la antigüedad por Hiparco
y Aristarco en Grecia, la distancia entre nosotros y un objeto celeste cer-
cano, o a objetos terrestres.

Nos gustaŕıa que sobre estos puntos se charle en el futuro.
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2. ¿A que llamamośangulo aparente?

Es elángulo que forman dos puntos cualesquiera y un observador. La figura 1
muestra eĺangulo al que nos referimos, en la misma un observador en el punto A
quiere determinar la separación angular entre dos personajes, conocidos por todos,
en los puntosB y C. El ángulo que el observador quiere conocer es elángulo
B̂AC. Vamos a explicar algunos ḿetodos que hemos averiguado para ayudarlo en
esta dif́ıcil misión.

Figura 1:Ángulo Aparente

La medicíon de estéangulo utilizando una ćamara digital implica conocer la
dimensíon f́ısica de un pixel del sensor CCD.

3. Dimensíon del pixel, su determinacíon

Como todos Uds saben un sensor CCD es una matriz de micro sensores, cada
uno de ellos llamado pixel. Lo que necesitamos conocer son las dimensiones de
cada uno de estos pixels. Normalmente parece ser que estos pixels no son cuadra-
dos sino que son rectangulares, mientras que en los CMOS si soncuadrados. .
No obstante la diferencia con un cuadrado es muy pequeña y de ahora en ḿas,
en aras de la simplicidad, los supondremos cuadrados. Hemosbuscado en la web
métodos para determinar la longitud de estos pixels, y el método que encontramos
es el descrito en segundo lugar. No obstante también sugerimos la consideración
del primer ḿetodo, que es ḿas natural y desconocemos la causa de que no se haya
usado, por ejemplo en [1]. Por supuesto que si por algún motivo se conoce las
dimensiones del pixel el paso de determinar su longitud es innecesario.

Antes de continuar quisiéramos aclarar que la longitud del pixel no se puede
calcular sobre la fotografı́a ya que una fotografı́a es una versión ampliada de lo
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que el CCD leýo.
Como, para cualquiera de los métodos necesitamos medir distancias sobre fo-

tograf́ıas, describiremos, en primer lugar, esta herramienta del photoshop.

3.1. Midiendo distancias con Photoshop

La herramienta de medición de distancias se localiza en la barra de herramien-
tas como muestra la figura 2. Su uso es completamente intuitivo, se pincha con el
botón izquierdo del rat́on en un punto y se arrastra, manteniendo apretado el botón,
hasta soltarlo en el punto del que queramos averiguar su distancia al primero. El
valor de esta distancia se lee en la ventana Info del Photoshop. En el caso de la
figura 2 medimos el diámetro aparente de la luna, dando como resultado 1092.47
pixels. Notar que en la ventana Info podemos cambiar la unidad de medicíon, no
obstante śolo usaremos pixels como unidad de medición, la raźon es muy senci-
lla: 10 pixels en la foto representan 10 pixels en el sensor y esto no se mantiene
obviamente con otras unidades de medida.

Figura 2: Díametro en pixels de la luna

3.2. Primer Método

Si conocíeramos la dimensión del CCD y cuantos pixels contiene, una simple
cuenta nos darı́a el tamãno de un ṕıxel.

Para averiguar las dimensiones del CCD recurrimos a la página http://www.dpreview.com,
donde hay una bastante completa información sobre muchos modelos de cámaras.
Por ejemplo, tomemos el caso de la Kodak z710. En la página de especificaciones
(ver figura 3) vemos que el sensor tiene 3072 x 2304 pixels.
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Figura 3: Especificaciones Kodak z710

Por otro lado la dimensión del sensor es de1/2,5”, este no es el dato que nece-
sitamos, es una convención sobre longitudes de sensores que no es la medida que
buscamos, pero pinchando en el signo de pregunta podemos averiguar ḿas sobre
esta convención y en particular averiguar la longitud del sensor de1/2,5”, esto lo
hacemos en la tabla de la figura 4 donde se muestran los tamaños de sensores más
comunes: aśı vemos que el tamaño de un sensor de1/2,5” es de5,760 × 4,290
milı́metros.

Figura 4: Tamãnos de sensores más comunes

Aśı que si dividimos la longitud del sensor por la cantidad de pixels que entran,
nos daŕıa el tamãno de uno solo.

longitud horizontal del pixel=
5,760mm

3072
= 1,875× 10−3mm = 1,875µm.
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Dondeµm denota micŕon y equivale a la miĺesima parte de un milı́metro. En este
punto uno se sorprende del ingenio humano que logró crear un dispositivo tan
pequẽno.

En tanto que

longitud vertical del pixel=
4,290mm

2304
= 1,861× 10−3mm = 1,861µm.

Como vemos nos dieron dos resultados diferentes, aunque próximos. Podemos
adoptar el promedio de los dos como longitud del pixel, esto no es correcto pero
simplifica los ćalculos posteriores.

longitud del pixel=
1,875µm + 1,861µm

2
= 1,861× 10−3mm = 1,868µm.

3.3. Segundo ḿetodo, semejanza de tríangulos ¡ufa!

3.3.1. Descripcíon del método

El segundo ḿetodo, que es el que encontramos en [1], tiene la ventaja que
no entrãna conocer las dimensiones del sensor, hay que hacer un pequeño y di-
vertido experimento y utilizar un poco de semejanza de triángulos (que ya no es
tan divertido). El experimento consiste en situar una reglaapoyada en una pared
(puede ser un metro de carpintero o una cinta métrica) a una distancia considerable
y tomarle fotograf́ıas con distintas distancias focales (zoom), ¡Cuidado! el zoom
tiene que seŕoptico el zoom digital no sirve para esto. En la figura 5 podemos ver
un esquema simplificado de lo que sucede.

La distancia a la que situamos la regla de la cámara debe ser lo ḿas lejos posi-
ble pero cuidando que la escala graduada se pueda distinguiren la foto. Tratemos
que el comienzo (o lo que usemos como“0”) este lo más centrado posible en la
foto.

La distancia que separa máquina de la regla la llamaremosd y habŕıa que
medirla lo ḿas precisamente posible. Como dijimos, procedemos a tomar varias
fotograf́ıas de la regla para distintos valores de distancia focal (sisu ćamara no
tiene zoomóptico no se preocupe tome sólo una fotograf́ıa).

Listo el tema fotos! Ahora nos vamos con nuestras fotos al photoshop y elegi-
mos alguna distancia en la regla que esté en el campo de visión de todas las fotos,
a esta distancia la llamaremosr. Como ejemplo mostramos el experimento en un
caso concreto. Se situó la regla a 4,67m de la cámara, es decir ad = 4670mm, y
se midieron 20cm, es decirr = 200mm. En la figura 6 vemos los resultados a los
que arribamos.

En el explorador de archivos (file browser ver figura 6) del photoshop bus-
camos las fotos tomadas y leemos la distancia focal exacta a la que llamaremos
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Figura 5: Experimento fotográfico

f . Este dato deberı́a estar en el encabezado de la foto y deberı́a ser léıdo por pho-
toshop, al menos eso ocurre con varias marcas de cámaras como las Sony, Canon
y Kodak, desconocemos si todas las cámaras lo haŕan, sin este dato no podemos
continuar. Por otro lado medimos, como vimos en la sección 3.1, en pixels (¡ojo!
no usar otro unidad de medida) la longitud que ocupa la distancia r en la foto
a este valor lo llamamosn. Llevamos todas las distancias que obtuvimos a mm
(milı́metros).

Luego la longitud del pixel, que llamamoss, viene dado por la f́ormula:

s =
r × f

n× d
.

Como hemos tomado diversas fotos con distintas focales podemos disponer
los distintos datos como en el cuadro 1, recuerden quer y d est́an fijos. Nosotros
hicimos la tabla para fotos tomadas con la Kodak z710. Los valores des que
obtendŕan seŕan aproximadamente iguales a los del primer método pero no los
mismos, adoptemos como valor des el promedio de los valores encontrados

La diferencia con el primer ḿetodo es de0,042µm que puede parecer poco
pero representa el2 % de la longitud estimada del pixel.

Este valor del tamãno del sensor que hemos obtenido, no varı́a (para la misma
cámara) y conocerlo nos va a permitir poder calcular otras cosas interesantes.

Hicimos esta misma experiencia con la Canon Rebel 350D que tiene un sen-
sor CMOS y no CCD, y obtuvimos los siguientes resultados Tamaño del sensor
por ”método intuitivo”s = 6, 38 × 10−3mm Tamãno del sensor por ”ḿetodo de
semejanzas”s = 6, 42× 10−3mm.
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Figura 6: Fotos experimento

Es interesante notar la diferencia de tamaño de ṕıxel entre el CCD de la Kodak
y el CMOS de la Canon, sabido es que los pixeles más grandes tienen un mejor
rendimiento cúantico, (la capacidad de convertir fotones en electrones).

3.3.2. Justificacíon del método

Conocer el porqúe de la f́ormula paras se necesita un poco de matemática,
en particular semejanza de triángulos. A los que no le interese pueden saltar esta
explicacíon.

La situacíon geoḿetricamente es la presentada en la figura 7. Porf indicamos
la longitud focal de la ćamara yx es la longitud de la regla elegida para el experi-
mento proyectada sobre el sensor. Entonces los dos triángulos que se forman son
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Kodak Z710
f n d r s

Foto 1 63mm 1291.01mm 4670mm 200mm 2,08× 10−3mm
Foto 2 31.3mm 756.03mm 4670mm 200mm 1,77× 10−3mm
Foto 3 15.6mm 350.01 4670mm 200mm 1,9× 10−3mm
media 1,9110−3mm

Cuadro 1: Tabla de resultados

semejantes, es decir uno es un zoom, o cambio de escala, del otro. Dos tríangulos
semejantes no tienen las mismas dimensiones en sus lados, pero si tienen todos
susángulos iguales y las relaciones entre sus lados son las mismas, es decir si un
lado es el doble de otro en uno de los triángulos esa relación se da también en el
otro triángulo. Justamente por respetarse estas relaciones tenemos que en la figura
7 tenemos la igualdad:

x

f
=

r

d
.

De esto deducimos que

x =
r × f

d
.

Perox representa la longitud medida en la regla y proyectada sobreel sensor y
sabemos que esa longitud ocupan pixels, de modo que la longitud de un pixel es:

s =
x

n
=

r × f

n× d
.

4. Determinacíon de unángulo aparente en una fo-
tografı́a

Conociendo ya el valor de s de nuestro CCD (o CMOS), podemos usarloaho-
ra para determinar eĺangulo aparenteθ entre 2 objetos, en cualquier fotografı́a
tomada con la misma cámara, vamos a necesitar una calculadora cientı́fica, o la
calculadora del Google o, para los viejos nostálgicos del pasado (como nosotros),
una tabla de funciones trigonométricas, eĺanguloθ (que se pronuncia teta y no
tita como nos enseñaron nuestros “paquetos” profes del secundario) se determina
por la fórmula:

θ = arctan
(x

f

)
= arctan

(n× s

f

)
, (1)
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Figura 7: Experimento fotográfico

donden nuevamente es la longitud en pixels medida con photoshop, por ejemplo,
de aquello que queramos determinar suángulo aparentes es la longitud del pixel
que calculamos antes,f es la distancia focal utilizada yarctan es la inversa de la
función tangente (normalmente en una calculadora esto se calculaintroduciendo
el valor y luego apretando shift (o inv) + tan).

Ahora bien, para los que no les gusten las funciones trigonométricas, podemos
obviarlas haciendo una aproximación. Y diremos que

θ =
(n× s

f

)
× 206265. (2)

Para que la f́ormula funcione,n hay que medirlo en pı́xel, s y f en miĺımetros.
(para los que no aguantan su curiosidad digamos quearctan x y x tienen val-

ores muy pŕoximos para pequeñosángulos, y el factor 206265 es para convertir,
ya que 1 radian = 206264,8seg).

Lo que resulta interesante es que la fórmula funciona bien áun que utilicemos
la cámara acoplada a otro instrumentoóptico, por ejemplo un telescopio, sólo hay
que conocer la distancia focal resultante del acoplamiento.

Y aqúı aparece otro dato que puede ser de interés! Como puede verse en [2],
para una ćamara montada afocalmente tenemos que

Distancia focal= distancia focal ćamara× aumentos teles

Veamos un ejemplo, determinar elángulo aparente del diámetro de la luna en
una foto tomada el 19/09/07 a las 1h56min.
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La foto en cuestíon se toḿo con un telescopio de 900mm de distancia focal y
con un ocular de 25mm, esto nos da:

900mm

25mm
= 36X

En el explorador de archivos (ver figura 8) leemos la distancia focal exacta que
tuvo la ćamara durante la fotografı́a, esta resulta ser de 6.3mm. Ası́ la distancia
focal final del conjunto ćamara + ocular + telescopio es:

f = 6,3mm× 36 = 226,8mm.

Figura 8: Distancia focal

Por otro lado medimos la cantidad de pixels (ver figura 9) que representa el
diámetro de la luna con el photoshop, dándonos como resultado 1092.47 pixels.

Recordando que el valor de s que calculamos para la Kodak era de1,868 mi-
crómetros Reemplazamos todos los datos en la fórmula 1 tenemos que el diámetro
aparente de la luna el 19/09/07 a las 1h 56’ era de:

θ = arctan
(1092,47mm× 1,868× 10−3mm

226,8mm

)
= ¡¡¡tatan tatan!!!= 0o30′55′′.

Si usamos la f́ormula por aproximación, nos daŕıa:

θ = (
1092,47mm× 1,868× 10−3mm

226,8mm

)
× 206265 = 0o30′55′′.

Como podŕan ver la f́ormula por aproximación es bastante exacta cuando op-
eramos cońangulos pequẽnos, para encontrar la diferencia deberı́amos tomar en
cuenta fracciones de segundo.
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Figura 9: Díametro en pixels de la luna

Pero lo ḿas importante, ¿Cuál era el díametro aparente de la luna esa noche?
Consultado con el Virtual Moon Atlas ese dı́a el díametro aparente de la luna era
de 30’09”, es decir tenemos un error de 49”, no está mal para la Luna, pero para la
medicíon de uńangulo ḿas chico, por ejemplo el paralaje de una estrella cercana,
se necesitarı́a mejorar estos valores. Nos encantarı́a que se pudiera mejorar estos
resultados, quiźas toḿandose el trabajo de medir la longitud horizontal y vertical
del pixel se logre, o haciendo muchas mediciones del diámetro en pixels de la luna
y promedíandolos.
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