Explicacion de la velocidad de rotacion en galaxias espirales
Interpretacion Lagragiana
(Yul Goncalves, yulaldebran9@gmail.com)

A continuacion se presenta una demostracion de la velocidad de rotacion en galaxias espirales, que
puede coincidir en la forma observada en contraste con la interpretacion Kepleriana. Para tal
demostracion se utiliza la ecuacion de Euler-Lagrange o el Lagragiano, aplicada a una orbita de
un objeto puntual de masa “m” que se movera alrededor del centro galactico de masa “M” separado
una distancia dinamica “r”.

Veamos la siguiente fig.1 de la galaxia:

Fig.1

Analisis del Lagragiano:

1) El Lagragiano del objeto m viene dado por (sin usar relatividad):
L = Ec — Ep = Energia cinética — Energia Potencial ec.1

1 GM
L=-mv’+—mr ec2
2 T2

Siendo el cuadrado de la velocidad de rotacion:
v2 = 72 4+ r202 ec.3
Entonces el Lagragiano es:



1 . GM
L= Em(rz + TZHZ) + Tm ec.4

2) Aplicando la ecuacion de Euler-Lagrange respecto al angulo de rotacion, tenemos:

d (OL\ 0L
o) -3 =0 ecs

Observamos que:

oL

39 = 0

L iy

3% =mr-0

Luego sustituyendo en la ec.5:

d .. OL d . d .
—_— 2 —_——_—= = o 2 — = = —_— 2 =
It (mr 9) 30 0 => It (mr 9) 0=0 > It (mr 9) 0

Por lo tanto la cantidad dentro del paréntesis debe ser una constante:

mr26 = | = constante

De alli que podemos hacer:

3) Aplicando la ecuacion de Euler-Lagrange respecto al radio de rotacién, tenemos:

i ((’)_L) - (’)_L =0 ec.7
dt \or ar

Observamos que:

dL : GMm

3 mro“ — 2

oL . d (0L .

ar =M = a%ﬂ=mr

Luego sustituyendo en la ec.7:
mi — mro? + GMm =0

T2



GM

F-r0?+ —=0 ec8

Ahora si sustituimos la ec.6 enlaec.8, entonces:

) 12 GM

r — T'W'i' T'_2:0
L GM
T—W-F r—2=0 ec.9

Si multiplicamos toda la ecuacion ec.9 por 1 , tendremos:

> . GM
rr—m2r3r+ 762r=0 ec.10

d (72 N d 12 d (GM) ~ 0o
dt\ 2 dt\2m?2r2) dt\r )
Sacando el operador derivada:

d (72 N 12 GM 0

dt\ 2 2m?r? r |
Concluimos que dentro del paréntesis debe ser una constante, esa constante es una velocidad al
cuadrado, que la representaremos como Vvc :

Se puede interpretar que:

72 12 GM

+ —_
2 2m?2r2 r

Al despejar 7 :

Recordando que: v? = 72 + r?62? ec.3

Al sustituir laec.11ylaec.6 en la ec.3, resulta:



GM
172 = 217(1'2 + 27

Por la tanto queda demostrado que la velocidad de rotacion orbital, tiende a una velocidad
distinta de cero y viene dada por:

1
GM\2
v(r) = (21702 + 27> ec.12

4) Interpretacién de la velocidad de rotacion orbital dada por la ec.12. Para ello veamos la
fig.1 de la galaxia, y observemos la siguiente grafica fig.2:

v(r)

asintota horizontal

vel2 m-fFl—-———————= -t —— — =

a n.a r
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Fig.2

a) En el rango de radio re[0, a], para reconstruir la gréafica de la fig.2 y viendo la fig.1,
dentro del volumen “Vol", como normalmente se hace, podemos aproximarnos a una
densidad constante D, dentro del radio "a ™ :

D= an/3r3 => M(r) = D(%T) r3 con 1€l0,a]

Usando la misma ec.12 dentro del radio a, y sustituyendo la M(r) anterior,



N[~

v(r) = (Zvcz +2 lei(r)f => v(r) = (2vc2 + 2G.D. (%T) r2>

Al ver la gréfica fig.2, notamos que en el radio 0 la velocidad v(0)=0, entonces:

N[

a1
v(r=0)= <2vc2 + ZG.D.<?).02) =0
Por lo tanto:

1
v(0)=0= Ruc*+0)z => vc=0

Vemos también que en el radio a, la velocidad es v, entonces:

N[
<
Q
—
N

vir=a)=v, = (ZG.D.(%T).aZ) => G.D=

Por lo tanto deducimos que dentro del radio “a”:

N =

_ (g, w® Ay,
v(r) 2.2(4?7_[).(12.(3).7"

En definitiva en el rango de radio re[0, a]:

v(r)= v, (2) ec.13

b) En el rango de radio re[a,oo] , podemos decir que la densidad decrece y es

inversamente proporcional al cubo del radio, ya que la masa M permanece constante.
Igualmente observando la fig.1 y la gréfica fig.2, junto a la ec.12. Notamos que el
factor fe[0,1] lo podemos fijar como una fraccién de la velocidad pico o v,, asi se
tendré una velocidad f.v, que se alcanzard a unradion -vecesa 0 r =n.a, con
todo ello presente, ahora podemos decir que:

1

GM\2
v(r) = (2vc2 + 27> ec.12



1
GM\2
vir=a)=v, = (2vc2 + 27> =>

Al sustituir la constante vc? en la ec.12, tendremos:

1

v(r) = (vaz +2GM (1 - l)>2 ec.15

r a

Ahora si tomamos el punto donde el radioesr =n.a y lavelocidades f.v, vy
sustituyéndola en la ec.15, y despejando G.M, notamos que:

_na(1-f3

GM —1 v, ec.16



5) Interpretacion Kleperiana ec.18, la cual sabemos que parte de pensar que la velocidad de

rotacion en rela, o], es:
1

v(r) = (GM (%))2 para ella GM = a.v,> ec.17 entonces:

1

v(r) =v, (%)E ec.18 Interpretacion Kleperiana

6) Resumen comparativo de las ecuaciones deducidas:
La interpretacion Lagragiana 'y kepleriana coinciden en el rango re[0, a]

v(r) = v, (2) ec.13

Interpretacion Lagragiana en el rango rela, «]:

1
2

GM
v(r) = (2vc2 + 27> ec.12
(v? -257)
vel=-— =2 ec14
2
1
24+26M (1 1) i 15
= ——= ec.
v(r) Vg e
n.a.(1— f?
GM = na@d-/) v, ec.16
n—1

Siendo v(r =n.a) = f.y,

Interpretacion Kleperiana en el rango rela, «o]:

GM = a.v,?> ec.17
1

v(r) =v, (g)i ec.18



7) Uso de Excel para graficar, usando el resumen comparativo de las ecuaciones deducidas,
usando valores imaginarios o genéricos (se colocd apropdsito una pequefia diferencia en
los valores de la velocidad Kepleriana, dentro del radio r¢[0, a] para aprecias los colores,
pero sabemos que deberian ser iguales, ec.13):
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8) Algunas gréficas tomadas de Internet con curvas reales de rotacion de
comparadas con una interpretacion tedrica Kepleriana:
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9) Como observamos la interpretacion Kleperiana hace decar a cero (0) la velocidad a medida que
el radio “r” aumenta. Mientras que la interpretacion Lagragiana, previamente deducida, tiende a
una asintota horizontal de velocidad distinta de cero. Esta interpretacion Lagragiana es compatible
con la observacion real de las galaxias, por tal motivo, hay una coincidencia y en un primer
momento vuelven a encontrase la teoria con la realidad.

10) El factor fe[0,1] genera una familia de curvas que van desde las que caen méas abruptamente
que la klepleriana, pasando por la klepleriana si f=0.5 hasta muy planas si f=0.99, por ello vemos

muchas curvas en las galaxias.

VL
Vk



11) Podemaos observar que el factor fe[0,1], también nos dice que al tender a cero(0) la masa de
la galaxia M es més alta y la curva de rotacion tiene mas decaimiento, mientras que si el factor
tiende a uno(1), la masa M es mas baja y la curva de rotacion es muy plana. Si vamos més alla, y
colocamos el factor f por encima de uno(1) la masa M da negativa, y la curva tiende a subir, por
encima de v,, es como si existiera un tipo de materia distinta a la que barionica, tal vez materia
oscura, pero con energia negativa. La ecuacion no se ve restringida con el valor negativo de M, de
encontrarse curvas asi, la interpretacion Lagragiana expuesta aqui, también coincide con ello, lo
predice.
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12) Ahora bien sabemos que habria que afiadir al modelo una realidad y es que existe una dindmica
adicional, ya que alrededor de la galaxia hay material intergalactico, polvo, estrellas, brazos de la
galaxia misma. Esto crea una especie de amortiguamiento que afecta al movimiento, teniendo esto
en mente podemos agregar una especie de filtro de primer orden (para simplificar el modelo):

v(S)
S+1

Usando el campo temporal y en funcion del radio tenemos la velocidad v(r) de la ecuacion ec.12,
que en el campo de Laplace seria v(S). Y tras la dindmica intergalactica (resumida y modelada,
lo mas simple en un primer orden) se obtiene una velocidad amortiguada o dinamica vd(S), ella
como sabemos tendria una forma maés suave, representada en la curva verde de la figura fig.9.

vd(S) = ec.19
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